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Generalidades de geometŕıa algebraica

Conjunto algebraico af́ın

Sea S un subconjunto arbitrario de C[n] = C[x1, x2, ..., xn].

V (S) = {x ∈ An(C)| ∀P ∈ S ,P(x) = 0}

Es decir, V (S) es el conjunto de todos los ceros comunes de los
polinomios P en S . V (S) lo llamaremos el conjunto algebraico af́ın.

Ideal de un conjunto algebraico

Sea V un subconjunto de An(C) , el conjunto

I (V ) = {f ∈ C[n]|∀x ∈ V , f (x) = 0}



Topoloǵıa de Zariski

Definimos la topoloǵıa de Zariski sobre An(C) como la topoloǵıa
cuyos conjuntos cerrados son los conjuntos algebraicos afines.

Abierto estándar

Consideremos P ∈ C[n] y sea V (P). Llamaremos al conjunto
D(P) = An(C) \ V (P) abierto estándar.

Base de la topoloǵıa de Zariski

La familia de abiertos estándar de An(C) es una base para la
topoloǵıa de Zariski.



Irreducibilidad

Definición

Sea X un espacio topológico, no vaćıo, dotado de la topoloǵıa
inducida por la topoloǵıa de Zariski, diremos que X es irreducible si
X = F ∪ G , donde F y G son conjuntos cerrados en X , entonces
X = F o X = G .

Definición

Una variedad algebraica af́ın V es un conjunto algebraico af́ın
irreducible.

Teorema

Sea V un conjunto algebraico af́ın en An(C) equipado con la
topoloǵıa de Zariski. Entonces,

V es irreducible ⇔ I (V ) primo ⇔ Γ(V ) = C[n]

I (V ) integral.



Morfismos

Función regular

Sea X ⊂ An un conjunto algebraico. Una aplicación f : X → C se
llama regular si es la restricción a X de una función f : An → C
dada por un polinomio f ∈ C[n].

Morfismo

Sea X ⊂ An y Y ⊂ Am variedades algebraicas afines. Un morfismo
entre X e Y es una aplicación φ : X → Y tal que existen m
funciones regulares f1, f2, .., fm : Y → C con
φ(x) = (f1(x), ...., fm(x)) para todo x ∈ X .



Grupo algebraico

Definición

Un grupo algebraico G es una variedad algebraica equipada con
una estructura de grupo tal que las siguientes aplicaciones:

µ : G × G −→ G

(g , h) 7−→ gh

ι : G −→ G

g 7−→ g−1

son morfismos de variedades.



Ejemplo

1. Ga = (C,+) y Gm = (C∗, ·) son grupos algebraicos
unidimensionales.

2. (GLn(C), ◦) es un grupo algebraico lineal de dimensión n2.



Acción de grupos algebraicos

Definición

Denotamos por eG : {e} → G el elemento neutro de G y
mG : G × G → G el morfismo operación de grupos. Una acción de
un grupo G sobre una variedad algebraica af́ın X es una aplicación
α : G × X −→ X tal que los siguientes diagramas conmutan.

G × G × X
(mG ,IdX )→ G × Xy(IdG ,α) 	

yα
G × X

α→ X

{e} × X
(eG ,IdX )−−−−−→ G × X

↘IdX
yα
X



Criterio para la existencia de una G -acción

Sea X una variedad algebraica af́ın y O(X ) el anillo de funciones
regulares, O(G ) el anillo de funciones regulares asociado a G . Una
G -acción α : G × X −→ X es equivalente a determinar un
homomorfismo co-acción
α∗ : O(X ) −→ O(G × X ) = O(G )⊗C O(X ) tal que satisfaga

Geometŕıa ↔ Álgebra

α ◦ (mG , IdX ) = α ◦ (IdG , α) ↔ (t 7→ t · t ′) ◦ α∗ = α̃ ◦ α∗

α ◦ (eG , IdX ) = IdX ↔ eveG ◦ α
∗ = IdO(X )

con eveG evaluación en el elemento neutro y
α̃ : O(G × X ) −→ O(G × G × X ) se define como
α̃(a(t · x)) = t ′ · a(t · x)



Ejemplo

Ga = (C,+) tiene como anillo de funciones regulares
O(Ga) = C[t] y el grupo multiplicativo Gm = (C∗, ·) al anillo de
polinomios de Laurent O(Gm) = C[t, t−1].



Derivaciones

Derivación

Sea A un C-dominio. Una C-derivación de A, es cualquier
aplicación D : A −→ A que satisface las siguientes condiciones
para todo a, b ∈ A:

1. D(a + b) = D(a) + D(b)

2. D(ab) = aD(b) + bD(a) (Regla de Leibniz o regla del
producto)



Derivación localmente finita (LFDer)

Una derivación es localmente finita, si el span de las imágenes
{Dn(a)|n ≥ 0} es finito dimensional para todo a ∈ A, es decir A
como espacio vectorial, es una suma de subespacios finitos
dimensionales D-invariantes.

Derivación semisimple

Una derivación D sobre un álgebra A es semsimple, si D(ai ) ∈ Cai
i ∈ I , para alguna base lineal {ai , i ∈ I} de A.

Derivación localmente nilpotente LND(A)

Una derivación D ∈ Der(A) se dice que es localmente nilpotente si
y sólo si para cada a ∈ A, existe n ∈ Zn≥0 de tal manera que
Dn(a) = 0.
Observación: las derivaciones semimisimples y localmente
nilpotentes son derivaciones localmente finitas.



Ejemplos

Sobre A = C[x ]

1. D = d
dx es una derivación localmente nilpotente, pues para

todo p(x) ∈ C[x ], de grado n se cumple Dn+1(p(x)) = 0.

2. D = x d
dx es una derivación semisimple, pues existe una base

de autovectores {1, x , x2, x3, ...}, donde cada elemento genera
un subespacio D-invariante.



Descomposición de Jordan

Sea A un C-dominio y D : A −→ A una C- derivación localmente
finita . Toda derivación D localmente finita admite una
descomposición D = Ds + Dn, donde Ds es semisimple y Dn es
localmente nilpotente, tal que [Ds ,Dn] = 0



Exponencial de una derivación localmente nilpotente

Sea A un C-dominio y D : A −→ A una derivación localmente
nilpotente LND(A). Definimos la exponencial de D como la
aplicación exp(D) : A −→ A, dada por

expD(a) =
∑
i≥0

D(i)(a)

i !

Esta bien definida pues existe n tal que D(n)(a) = 0

Proposición

Si D,D1,D2 ∈ LND(A), se tiene que

1. expD es un automorfismo de A

2. Si [D1,D2] = 0, entonces
exp(D1 + D2) = expD1 ◦ expD2 = expD2 ◦ expD1

3. Si ϕ ∈ Aut(A), entonces ϕ exp(D)ϕ−1 = exp(ϕDϕ−1)



Gm-acciones

Teorema

Las acciones algebraicas del grupo multiplicativo Gm sobre
X = Spec(A) están en correspondencia con las Z- graduaciones de
la forma

A =
⊕
n∈Z

An

con An = {a ∈ A|a(t · x) = tna(x), ∀t ∈ Gm}



Gm-acciones

Ejemplo

La acción algebraica del grupo multiplicativo Gm sobre
A1 = Spec(C[x ]) de la forma

Gm × A1 −→ A1

(t, x) 7→ tax

con a ∈ Z, corresponde a la Z-graduación C[x ] =
⊕
n∈Z

An

An =

{
Cxm ; si n = m · a
0 ; en otro caso



Aplicación Exponencial

Sea D ∈ Der(A), definimos la aplicación exponencial exp(zD), de
la siguiente manera

exp(zD) : A −→ A[|z |]

a 7→
∑
i≥0

z i

i !
D(i)(a)



Gm-acciones

Teorema (L. Cid)

Existe una correspondencia biyectiva entre las acciones regulares
del grupo multiplicativo y las derivaciones semisimples cuyos
autovalores son números enteros:

Ds −→ (exp(zDs))∗

ev1 ◦
d

dt
◦ ϕ∗ ←− ϕ

donde t y z se relacionan de la siguiente manera

O(X )
exp(zDs)
−−−−−−−→ O(X )[|z |]

z 7→
∑

i≥1(−1)i+1 (t−1)i
i−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ O(X )[|t−1|]

permitiendo que exp(zDs) se factorice en

O(X )[|t − 1|] ∩ O(X )[t±1]



Observación

En particular si t = e

O(X )
exp(zDs)
−−−−−−−→ O(X )[t±1]

eve−−→ O(X )

obtenemos un automorfismo semisimple exp(Ds)



Gm-acciones

Ejemplo

La acción algebraica del grupo multiplicativo Gm sobre
A2 = Spec(C[x , y ])

ϕ : Gm × A2 −→ A2

(t, (x , y)) 7→ (tax , tby)

con a, b ∈ Z, corresponden a la derivaciones de la forma
ev1 ◦ d

dt ◦ ϕ
∗ = ax ∂

∂x + by ∂
∂y con a, b ∈ Z.



Ga-acciones

Teorema

Existe una correspondencia biyectiva entre las acciones regulares
del grupo aditivo y las derivaciones localmente nilpotentes:

Dn −→ (exp(tDn))∗

ev0 ◦
d

dt
◦ ϕ∗ ←− ϕ

donde ev0 es la aplicación evaluar t = 0.



Ga-acciones

Ejemplo

Cualquier acción algebraica del grupo aditivo Ga sobre
A2 = Spec(C[x , y ]) es conjugada a la siguiente acción dada por

ϕ : Ga × A2 −→ A2

(t, (x , y)) 7→ (x , y + f (x)t)

que a su vez corresponde a la derivación de la forma
ev0 ◦ d

dt ◦ ϕ
∗ = f (x) ∂

∂y , con f (x) ∈ C[x ].



Gm ×Ga-acciones y derivaciones localmente finitas

Teorema (L. Cid)

Existe una correspondencia biyectiva entre las acciones regulares
del grupo Gm ×Ga sobre An y las derivaciones localmente finitas
definidas sobre C[n] cuyos autovalores son números enteros.

{LFDer(C[n])} ←→ {Gm ×Ga-acciones sobre Cn}
D = Ds + Dn −→ (exp(zDs + t2Dn))∗

ev(1,0) ◦
(
∂

∂t1
+

∂

∂t2

)
◦ ϕ∗ ←− ϕ = ϕsϕn = ϕnϕs

donde z =
∞∑
i=1

(−1)i+1 (t1 − 1)i

i
, t1 ∈ C∗.



Observación

Si la acción se restringe a {1}×Ga su derivación es nilpotente, y si
la restringimos a Gm × {0} si derivación es semisimple con
autovalores enteros.



Gm ×Ga-acciones

Ejemplo

Las acciones algebraicas del grupo Gm ×Ga sobre
A2 = Spec(C[x , y ]) de la forma

ϕ : Gm ×Ga × A2 −→ A2

((t1, t2), (x , y)) 7→ (t1
ax , y + f (x)t2)

con a ∈ Z, f (x) ∈ C[x ], corresponden a la derivaciones de la forma

ev(1,0) ◦
(

d
dt1

+ d
dt2

)
◦ ϕ∗ = ax ∂

∂x + f (x) ∂
∂y



Proposición (Van den Essen, 1992)

Sea D una k-derivación de k[x , y ], k cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteŕıstica cero . Entonces salvo conjugación por
automorfismos de k[x , y ], D tiene una de las siguientes formas:

1. D = (ax + by)
∂

∂x
+ (cx + dy)

∂

∂y
para algún a, b, c, d ∈ k.

2. D =
∂

∂x
+ by

∂

∂y
para algún b ∈ k.

3. D = ax
∂

∂x
+ (xm + amy)

∂

∂y
para algún a ∈ k y m ≥ 1

4. D = f (x)
∂

∂y
para algún f (x) ∈ k[x ].



Gm ×Ga-acciones y derivaciones localmente finitas

Proposición (L. Cid)

Dada una C-derivación D sobre C[x , y ] con autovalores enteros,
toda acción de Gm ×Ga sobre A2 es de la siguiente forma:

1 Para la derivación D = (ax + by)
∂

∂x
+ (cx + dy)

∂

∂y
con

a, b, c, d ∈ C, módulo conjugación por un automorfismos
lineal,obtenemos la acción

a) (x , y) 7→ (t1
λ1x , t1

λ2y)
b) (x , y) 7→ (t1

λx , t1
λ(y + t2x))



2 Para D =
∂

∂x
+ by

∂

∂y
para algún b ∈ Z, su acción es

(x , y) 7→ (x + t2, t
b
1 y)

3 Para la derivación D = ax
∂

∂x
+ (xm + amy)

∂

∂y
con a,m ∈ Z

y m ≥ 1 su acción es (x , y) 7→ (ta1x , t
ma
1 (y + t2x

m))

4 Para D = f (x)
∂

∂y
para algún f (x) ∈ k[x ] su acción es

(x , y) 7→ (x , y + t2f (x)) .



Ejemplo

La derivación localmente finita D = x ∂
∂x + (4x + 2y) ∂

∂y es
semisimple pura, equivalente a la derivación semisimple
x ∂
∂x + 2y ∂

∂y conjugada con el automorfismo lineal
F (x , y) = (x , 4x + y), y produce una descomposición de C[x , y ]

C[x , y ] =
⊕
i ,j≥0

Cx i (4x + y)j

Su acción de Gm ×Ga es
(t1, t2) · (x , y) = F ◦ (t1x , t1

2y) ◦F−1 = (t1x ,−4t1x + 4t1
2x + t21y)



Endomorfismos Localmente finitos

Endomorfismo

Sea X una variedad algebraica af́ın. Un endomorfismo F es un
morfismo de variedades algebraicas definido sobre la misma
variedad F : X −→ X .

Endomorfismo localmente finito

Sea F un endomorfismo sobre una variedad algebraica af́ın X. Si F
es cero de algún polinomio P(t) ∈ C[t], diremos que F es un
endomorfismo polinomial localmente finito (LFPE).

Automorfismo localmente finito

En particular todo automorfismo es un endomorfismo . Nuestro
interés principal son los automorfismos localmente finitos.



Automorfismo semisimple

Sea F un automorfismo polinomial localmente finito (LFPE) sobre
una variedad algebraica af́ın X. F es semisimple si es cero de algún
polinomio P(t) ∈ C[t] separable sin multiplicidades, es decir,
existen ai ∈ C tal que P(t) = (t − a1)(t − a2) · · · (t − ar ).

Endomorfismo nilpotente

Sea F un LFPE sobre una variedad algebraica af́ın X. F es
nilpotente si para x ∈ X existe n ∈ Z≥0 tal que F n(x) = 0 ,(cero
de algún polinomio P(t) ∈ C[t], P(t) = tn).

Automorfismo unipotente

Sea F un LFPE sobre una variedad algebraica af́ın X. F es
unipotente, si F − I , es nilpotente (cero de P(t) = (t − 1)m).



Ejemplo

Sea F el LFPE definido sobre A2

F : A2 −→ A2

(x , y) 7→ (3x + y2, y)

Satisface ser cero del polinomio P(T ) = T 2 − 4T + 3. Además
F n = (3nx + 1

2(3n − 1)y2, y) y F nF n′ = F n+n′ y F 0 = Id .
Notar que si permitimos que n ∈ C la expresión anterior define un
flujo.



Descomposición de Dunford-Jordan

Sea F un LFPE invertible . Entonces F admite una descomposición
F = FsFu = FuFs , donde Fu es unipotente y Fs es semisimple.



Ejemplo

Sea F el endomorfismo localmente finito definido sobre A2

F : A2 −→ A2

(x , y) 7→ (4x + 4y2, 2y)

con
F = (4x + 4y2, 2y) = (4x , 2y) ◦ (x + y2, y) = (x + y2, y) ◦ (4x , 2y)
con la descomposición:
Fs = (4x , 2y) = (exp(ln(4)x ∂

∂x + ln(2) ∂
∂y ))(x , y) y

Fu = (x + y2, y) = (exp(y2 ∂
∂x ))(x , y).



Logaritmo de un automorfismo unipotente

Sea A un C-dominio y F ∗ : A −→ A un automorfismo unipotente.
Definimos el logaritmo de F ∗ como la aplicación
Log(F ∗) : A −→ A, dada por

LogF ∗(a) =
∑
i≥1

(−1)i+1

i
(F ∗ − IdA)(i)(a)

está bien definida pues F ∗ − IdA es nilpotente.

Proposición

Dado F ∗,F ∗1 ,F
∗
2 automorfismos unipotentes con

LogF ∗2 ◦ LogF ∗1 = LogF ∗1 ◦ LogF ∗2 , y ϕ automorfismo sobre un
C-dominio A. Se tiene que

1. Log(ϕF ∗ϕ−1) = ϕLogF ∗ϕ−1.

2. Log(F ∗1 F
∗
2 ) = Log(F ∗1 ) + Log(F ∗2 )



Automorfismos unipotentes

Proposición

Los automorfismos unipotentes están en correspondencia con las
derivaciones localmente nilpotentes (LND).

{Automorfismos Unipotentes} ←→ { LND}
F ∗u → LogF ∗u

expDn ← Dn



Objetivo

Nuestro objetivo es responder a la siguiente pregunta, será posible
definir una aplicación logaritmo sobre un automorfismo semisimple
F ∗s y darle un sentido a está expresión como en el caso unipotente?.

LogF ∗s =
∑
i≥1

(−1)i+1

i
(F ∗s − IdA)(i)

De ser afirmativa esta interrogante podŕıamos responder a lo
siguiente



Automorfismos semisimples

Pregunta

Si Ds es una derivación semisimple, entonces expDs es un
automorfismo semisimple.
No se sabe si rećıprocamente esto es cierto, es decir, si F ∗s es un
automorfismo semisimple LogF ∗s será una derivación semisimple?

Ds → expDs

F ∗s → LogF ∗s ?



Automorfismos semisimples sobre C[x , y ]

En [5] se prueba que todo automorfismo semisimple F en el plano
A2, es conjugado a (ax , by), a, b ∈ C
Por lo tanto se verifica que toda derivación semisimple, proviene
del logaritmo de un automorfismo semisimple.

F ∗
Log()−−−→ ϕ∗ ◦ (log(a)x

∂

∂x
+ log(b)y

∂

∂y
) ◦ ϕ∗−1



Conjetura

Dado un automorfismo semisimple F ∗s sobre C[n], existe una
derivación semisimple, denotada por Log(F ∗s ), tal que
exp(Log(F ∗s )) = F ∗s .

Consecuencias

1. LFAut(C[n]) = exp(LFDer(C[n])

2. Cada automorfismo localmente finito define un flujo.

3. LFAut(C[n]) C Aut(C[n])



Ideas proyecto de tesis

1. Clasificar las Gm ×Ga-acciones y derivaciones localmente
finitas con autovalores enteros sobre C[x , y , z].

2. Establecer la correspondencia entre derivaciones localmente
finitas y los automorfismos localmente finitos sobre C[x , y , z].

3. Aut(C[3]) =< LFAut(C[3]) > ?
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