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Rational Cherednik algebras

V un C-espacio vectorial de dimensión finita.

W ⊆ GL(V ) grupo finito.

R = {r ∈W | codim(fix(r)) = 1}.
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Para cada r ∈ R, fijamos

αr ∈ V ∗ tal que

fixV (r) = {v ∈ V |αr (v) = 0}

cr ∈ C tal que
cr = cwrw−1

para todo r ∈ R y w ∈W .
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Operadores de Dunkl

Cada y ∈ V define un Operador de Dunkl en C[V ] dado por

y(f ) = ∂y (f )−
∑
r∈R

crαr (y)
f − r(f )

αr

para f ∈ C[V ].

Conmutan!!
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El álgebra de Cherednik (rational Cherednik Algebra) Hc = Hc(W ,V )
(donde c = (cr )r∈R) es el subálgebra de EndC(C[V]) generada por

W

C[V ] actuando sobre śı mismo por multiplicación

Operadores de Dunkl para cada y ∈ V .
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El Algebra de Cherednik se puede presentar como el álgebra generada por
el álgebra del grupo CW , los operadores conmutativos y ∈ V y los
operadores conmutativos x ∈ V ∗, sujeto a las relaciones

wxw−1 = w(x)

wyw−1 = w(y)

yx − xy = x(y)−
∑
r∈R

cRαr (y)x(α∨r )r

para w ∈W , x ∈ V ∗ y y ∈ V .
Donde α∨r ∈ V está determinado por

r(x) = x − x(α∨r )αr
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El teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) establece que la
multiplicación induce un isomorfismo de

C[V ]⊗ CW ⊗ C[V ∗] ∼= Hc

en el álgebra con esta presentación.
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Representaciones

Dado E ∈ Irr(CW ). Definimos el Módulo estándar ∆c(E ) para Hc como

∆c(E ) = IndHc

C[V ∗]oW (E ),

donde C[V ∗] o W es el subálgebra de Hc generada por V y W , y actúa
sobre E por

ye = 0 ∀y ∈ V ,∀e ∈ E .

Como C[V ] o W -módulo se tiene que

∆c(E ) ∼= C[V ]⊗ E .
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Fijamos una forma hermitiana W -invariante definida positiva en V ,
induciendo un isomorfismo W-equivariante y conjugado-lineal con V ∗

V −→
←− V ∗

y 7→ y
x ←[ x

Si W actúa irreducible sobre V éstos están determinados salvo por un
escalar no-nulo.
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Transformada de Fourier

Si c es real, en el sentido de que cr = cr−1 , entonces existe un
anti-automorfismo φ de Hc definido por

φ(x) = x

φ(y) = y

φ(w) = w−1
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Forma contravariante

Cada módulo estándar posee una forma contravariante, (·, ·)c definida
por la fórmula

(f1 ⊗ e1, f2 ⊗ e2)c = (e1, [φ(f1) · (f2 ⊗ e2)](0))

donde (·, ·) es una forma hermitiana definida positiva W -invariante en E .

Es contravariante en sentido

(h · f1, f2)c = (f1, φ(h) · f2)c

Además, se tiene que

(f1, f2)c = (f2, f1)c
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Representación irreducible

Definimos la siguiente representación irreducible para Hc

Lc(E ) = ∆c(E )
/
Rad(·, ·)c

Lc(E ) es una representación unitaria cuando (·, ·)c es definida positiva

en Lc(E ).
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Categoŕıa Oc

La categoŕıa Oc(W ,V ) consiste de los Hc -módulos M tales que

son finitamente generados

son localmente nilpotentes para la acción de cada y ∈ V

Los módulos estándar pertenecen a la categoŕıa Oc .

Más aún la categoŕıa Oc es la subcategoŕıa de Serre generada por los
módulos estándar.
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Carácter graduado

El módulo Lc(E ) es el único cuociente irreducible ∆c(E ) y es graduado
(respecto al grado de polinomios). Para F ∈ IrrCW , el carácter

graduado está dado por

[Lc(E ) : F ]q :=
∑

d∈Z≥0

dimC

(
HomCW (F , Lc(E )d+cE )

)
qd
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Otro carácter

d i
EF := dimCExt iOc

(∆c(F ), Lc(E )) 0 ≤ i ≤ dimV

Si Lc(E ) es unitaria, podemos usar el carácter graduado para calcularlo,
pues

d i
EF = dimCHomCW (F , Lc(E )cF−i ⊗ ∧

iV )
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El grupo G(r,1,n) consiste de las matrices n × n que tienen exactamente
una entrada no nula, que es una ráız r-ésima de la unidad, en cada fila y
cada columna.

G(r,1,n) actúa sobre Cn
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Sea ζ una r -ésima ráız primitiva de la unidad. Denotamos

ζi a la matriz diagonal que tiene 1’s en la diagonal, excepto en la
posición i donde aparece ζ.

si ,j para la matriz de permutación que cambia las coordenadas i y j ,
es decir, la transposición (i , j).
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El conjunto de reflexiones de G (r , 1, n) es R = R1 ∪ R2, donde

R1 = {ζ ji |1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ r − 1}

y
R2 = {ζ li si ,jζ−li |1 ≤ i < j ≤ n; 0 ≤ l ≤ r − 1}

Los representantes de las clases de conjugación son ζ i1, para
1 ≤ i ≤ r − 1 y una transposición si ,j , por lo que el álgebra de
Cherednik correspondiente tiene r parámetros.
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Objetivo de la tesis

El objetivo de la tesis será calcular dimExtiOc
(∆c(F ), Lc(E )), para

E ,F ∈ IrrCW , tales que Lc(E ) es unitaria.
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Clasificación de Lc(E ) unitarias y su estructura como módulo
graduado sobre un álgebra de Hecke af́ın degenerado [Gri17]

Homoloǵıa de Dirac

Coeficientes de Littlewood-Richardson
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