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PRIMER NIVEL

ﬂ Se sabe que

(a+b):(b+c):(c+a)=1:5:7
¢En qué razén se encuentra a, b, y c?

Aclaracién: Lo anterior quiere decir que se cumplen las siguientes igualdades

(a+b):(b+c)=1:5
(b+c):(a+c)=5:7
(a+b):(a+c)=1:7

Solucién I

Al conocerse la expresion (a+b) : (b+c¢) : (c+a) = 1:5:7 podemos obtener las siguientes igualdades:

(a+b):(b+c)=1:5 (1)
(b+c):(a+c)=5:7 ()
(a+b):(a+c)=1:7 (3)
De (1) tenemos que
atb_bte st @)
1 5
De la expresion (2) tenemos:
b+c a+c

= 7b+7c =5a+ 5c

5

Lo que se simplifica a:

5a —7b
Tomando la expresién (4) y (5) para igualar ¢ tenemos:
5q+ap = 2270 ©)




El objetivo de igualar c, es para conocer la primera razén, en este caso, de a y b. Luego si resolvemos la
expresion (6) nos queda:

a

E:—3z>a:b:—3:1

Ahora, tomemos la expresion (1) y (3) para despejar a e igualar ambas ecuaciones.
De (1) tenemos

—4b
a+b:b+cz>5a+5b:b+c:>a: 5+C ()
De (3) tenemos
—7b
a+b:a—;_cz>7(a+b):a+c:>azc6 (8)

Tomando (7) y (8) igualamos a para obtener la razén entre b y c.

—4b+c c—7b
5 6
6(c —4b) =5(c — 7b)
b 1
¢ 11

Obteniendo las siguientes razones:
a -3 b 1

b1 Y T T

Podemos concluir que la razén entre 4, b y c esta dada por
a:b:c=-3:1:-11

También, como equivalente y dependiendo de como se tomen los signos durante el desarrollo, también

se puede obtener lo siguiente:
a:b:c=3:-1:11

No afectando en nada la relacién de a, b y ¢, pues en ambos casos estdn en las mismas razones a pesar
de tener signos opuestos.



2 | Sea ABCD un cuadro de lado 4r, y sea O su centro. Por O se hacen pasar cuatro
circunferencias de radio r cada una, tal y como muestra la figura.

D C

-

¢Cudl es el drea de la parte achurada?

Solucién I

Llamemos A’, B/,C" y D’ a los puntos de interseccién de las circunferencias, tal y como se muestran

abajo.

D’ c

Es claro que el A’B'C'D’ es un cuadrado de lado 2r. Ademads, el resto de area blanca son cuatro
semicircunferencias, todas de radio r. Asi, el 4rea blanca es

42
(2r)* +4- % = 4r* +2711%.

Como el cuadrado original tiene lado 4r, su 4rea es (41’)2 = 16712, y asi el drea achurada es

16r* — [4r* 4+ 27tr%] = 12r* — 27172,



SEGUNDO NIVEL

ﬂ Se tiene una caja cerrada tal que la suma de las longitudes de sus aristas es 44 m. y su
superficie es 72 m?. Determine, en metros, la longitud de la diagonal de la caja (una diagonal
de una caja es un segmento que une dos vértices de la caja, los que no pertenecen a una
misma cara).

Solucién I

Sean 4, b y c las dimensiones de la caja, medidas en metros. Por hipétesis se tiene:

d(a+b+c)=44
2(ab+ac+bc) =72

Entonces a + b + ¢ = 11. Elevando al cuadrado se tiene:

a* 4+ b? + ¢+ 2(ab + ac + be) = 121
P+ +E+72=121
a2+ +c*=49

Va2 +b2+c2=7

Por lo tanto, la longitud de la diagonal de la caja es 7 m.

ﬂ Consideremos los vértices de un pentdgono regular. Pato elige dos vertices al azar y los une
mediante un segmento de color rojo. Posteriormente, Marcos elige dos vertices al azar y los
une mediante un segmento de color azul, de manera que Marcos elige un segmento distinto
al de Pato. Si Pato y Marcos eligen de manera equiprobable, ;cudl es la probabilidad de que
los segmentos, elegidos por Pato y Marcos, se corten?

Solucién I

Separemos los segmentos en dos tipos:



/ TIPO I

TIPO II

Si Pato pinta un segmento de tipo I, no se puede cortar. Si pato pinta un segmento de tipo II, hay dos

segmentos que pueden cortar.

@rsrsssssnsnafunnnnnnnnnnnnnnnnnng@

Asi, tenemos:

1 . . 0 Marcos corta
= DPato elige tipo I
2 1 Marcos no corta

2
5 Marcos corta

1
5 Pato elige tipo II

Marcos no corta

NeJIRN|

Luego

O N
O|

N[+~

1
P(se corten) = 7 0+

Asi, la probabilidad que se busca es %



TERCER NIVEL

ﬂ Sea AABC un tridngulo acutdngulo tal que LA = 60° y AB # AC. Sean H, O
y I' el ortocentro, el circuncentro y la circunferencia circunscrita del tridngulo AABC,
respectivamente. Sea D el punto medio del arco BC de I' que no pasa por A. Pruebe que
AHDO es un rombo.

Solucién I

Como £BAC = 60°, entonces £BOC = 120°. Por la definicién de D, se tiene £LBOD = £COD = 60°.
Como OB = OC = OD, entonces los tridngulos ABDO y ACDO son equilateros. Si L es el punto de
interseccion de los segmentos BC y OD, entonces L es el punto medio de ambos segmentos.

En el tridngulo AABC, sean M y N el punto medio de los lados CA y AB, respectivamente, y G el
centro de gravedad. Sea ¢ la homotecia con centro G y razén —2, es decir: si X # G es un punto en el
plano, entonces Y = ¢(X) es un punto tal que:

= Los puntos X, G e Y pertenecen a la recta E( en este orden.
» GY =2-GX.

(se define ¢(G) = G). Observe que ¢(L) = A, 9(M) = By ¢(N) = C. MN//BC y OL L BC, entonces
OL L MN, luego la recta OL contiene a la altura desde L del triangulo ALMN. Anélogamente, las
rectas OM y &\]g contienen a las alturas desde M y N, respectivamente, del triangulo ALMN, entonces
O es el ortocentro del tridngulo ALMN. Como ¢(L) = A, (M) = By ¢(N) = C y H es el ortocentro
del tridngulo AABC, entonces ¢(O) = H, luego ¢ triansforma el segmento OL en el segmento HA ,
por lo tanto, HA = 2- OL.

Como AH | BC y OD 1 BC, entonces los lados AH y OD son paralelos. Ademés, AH =2-OL = OD,
entonces los lados AH y OD son paralelos y congruentes, luego AHDO es un paralelogramo. Como
OA = OD, entonces AHDO es un rombo.

il Sea f una funcion definida en los reales tal que para todo ntmero real x cumple que:

flx) = f(2x) = f(1 = x)

Pruebe que f es periddica.

Solucién I

Tenemos 2 propiedades:

Evaluando x como 2x en (10) se tiene



Mientras que evaluando x como 1 — x en (9) se tiene
fA—x)=f(2(1-x))
Luego, f(x) = £(2x) = f(1—x) = f(1 - 2x) = f(2 — 2x).
Asi, f(1—2x) = f(2—2x). Y, tomando n = 1 — 2x, se consigue f(n) = f(n+1). Lo que permite

concluir que f es periddica.
Notar que el minimo periodo no es 1, de hecho no existe, tenemos:

() =sw=sfern=r(55) =7 (5+3)

x
Tomando n = 5 tenemos que

fon = £ (n+3)

O, de manera general, f(x) = f (x + %k) paratodok € Z™.

CuarTtOo NIVEL

LI Sean K; y K dos circunferencias, de radios r; y rp, respectivamente, con r, < rq. La
circunferencia K, es tangente interiormente a la circunferencia Kj, en el punto T. Sean L
la recta tangente comiin a ambas circunferencias, y P el punto de la circunferencia Kj,
diametralmente opuesto a T. Sean L; y L, las dos rectas tangentes a la circunferencia Kj,
que pasan por P. Encuentre (en funcién de r; y ;) el drea de la region triangular limitada por
las rectas L, L1 y Ly

Solucién

Sean Oy el centrode K», Ay =LNL;, Ao =LNLy, Ty =L1NKy,a=AT = AT = AT, yd = PT,
como se muestra en la figura:

Tl Oz




Por el teorema de Pitdgoras en el tridngulo rectangulo APT;Ox:

>+ 13 = (2r; —1np)?
d* 15 =417 —4riro +13
a4 = 4r% —4ri1p

d* = 4ry (r1 — 1)
entonces d = 21/r1(r; — r2). Por el teorema de Pitagoras en el tridngulo rectangulo APTA;:

4ri4-a® = (a+d)?
4r3 +a* = a* + 2ad + d
4r? = 2ad + 4r1(r1 —12)
413 = 2ad + 417 — 4riro
4r1ry = 2ad

2}’1 2
J =

Por lo tanto, el drea del triangulo APA; A es:

ra-2-2
2
er%rz

d
_ 22121,
2\/r1(r1 — 1)
_ 2r\/rin2
B Vit —T12

[APA Ay) =

2| Seaf:Z; — Z] tal que:
= |f(n) = f(m)| < [n—m|
. P0) =0

Si se define

) =F (- f(0))))

2018 veces

Determine £2%18(0)

Solucién I



Se define f2918(0) = f (f (f (... f(0)))) Notar que:

2018 veces

F20)] = [£2(0) = f2(0)] < [f*(0) = £(0)]
< [f(0)
= |f(0)] < [f(0)] (11)
Ademas
FO)] =f0) = f(0)] < [£2(0)]
= [f(0)] < [f*(0)] (12)

Por lo tanto, de (11) y (12)
£(0)] = 1£2(0)]
Como f : Zj — Z, se tiene que f2(0) = £(0).
Luego, f3(0) = f2(0), de forma que f2(0) = 0. Y, por tanto, f(0) =0
Asi, se puede obtener que:

F80) = f(F(F(.--£(0)) =0



