Tema: Funciones de varias variables Ejercicios resueltos

1. Hallar f(x,y) si f(x +y,xz —y) = vy + v*
Respuesta:

Sean u =z +y y v = x — y. Resolviendo este sistema se obtiene

U+ v U—
xr = e y e
2 2
Luego,
2 2
U+v U—0 U — v U — uv
Finalmente, volviendo a las variables tipicas, es decir, cambiando u por x y v por y, se
tiene: ,
Tt —xy

2. Sea z = f(z,y) = /4 — 2% — 2.

a) Determinar el dominio de la funcién z = f(z,y) = /4 — 22 — y2, y representarlo
graficamente.

b) Determinar y describir el conjunto {(z,y) € Dom(f)/ f(x,y) = 1}.

Respuesta:

a) Dominio de f:
D = Dom(f) = {(z,y) €R*/4—2a?—y* >0} = {(zx,y) €R*/a® +y* < 4}

= {(z,y) eR?/2? +y* < 2%}
El dominio de f se representa graficamente por la regién del plano, encerrada o

limitada por la circunferencia de centro (0,0) y radio 2, incluyendo los puntos de
la circunferencia, achurada en la siguiente figura:
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b) {(z,y) € D/ f(z,y) = 1} = {(z,y) € D/ x* + y* = 3}, que contiene a todos los
puntos de la circunferencia de centro (0,0) y radio v/3.

vVr—y+1

3. Sea z = f(x,y) = e

a) Determinar el dominio de f.
b) Determinar si 4 pertenece al recorrido de f.

c¢) Considerar los puntos del dominio de f que se encuentran en la recta = = 5:

= Construir una tabla de valores de f, considerando x = 5 constante, variando
la y, tal que 0 < y < 2, en intervalos de 0,5.
» Determinar todos los y € R, tales que f(5,y) esta definido.

= Estudiar el comportamiento de f, si f es creciente o decreciente, en este con-
junto de puntos.

Respuesta:

a) Dom(f)={(z,y) ER*/x —y+1>0y x+1+#0}.

Luego, el dominio de f contiene a todos los puntos (z,y) del plano XY, que se
encuentran bajo o en la recta x —y + 1 = 0, y que no se encuentran en la recta
r=—1.

Representacion grafica del dominio de f.

Ty

-3

—A

r—y+1>0

b) 4 pertenece al recorrido de f <= existe (x,y) € Dom(f) tal que f(z,y) =4
vr—y+1

x+1

Luego, hay que resolver la ecuacion =4.

vr—y+1

=4 — 1=1 1)
] = z—y+ 6(x +1)

— y=—162>—-31lz — 15
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= —15.

0,y
Como, (0,—15) € Dom(f)y f(0,—15) = 4, se concluye que 4 pertenece al recorrido
de f.

¢) Estudio de f en puntos del conjunto A = {(5,y)/y € R} N Dom(f)

Por ejemplo, para z =

= La tabla de valores de f pedida, es:

2]y || flzy) |
51 0 | 0,40825
510,5 | 0,39087
51 1 1 0,37268
51,5 0,35355
51 2 1 0,33333

6—y
6

» f(5,y) estd definida para todo y € [—o0, 6], ya que f(5,y) =

., V6= ., . ,
» La funcién z = f(5,y) = % es una funcién en una variable. Usando métodos

estudiados para funciones de una variable, se puede demostrar que, el compor-
tamiento de f en los puntos (5,y) del dominio de f, es decreciente. Justificar
esta respuesta.

4. Sean f y g funciones de dos variables definidas por:
fla,y)=Vy—a?  glr,y) =3z -y

Determinar y graficar los dom(f), dom(g) y dom(s), donde s = f + g.

Respuesta:
= dom(f) = {(z,y) € R?/y —2* > 0}

= dom(g) = {(z,y) € R?/3z —y > 0}
» Dom(s) ={(z,y) eR?/y—2*>0 y 3x—y>0}

I &

-1 -

15 .

-2a

Dominio de f Dominio de g Dominio de s

f+g

5. Sea f la funcién definida por f(z,y) = 8 — 2% — 2y.
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a) Determinar las curvas de interseccién (trazas) de la superficie con cada plano coor-
denado.

b) Determinar y dibujar las curvas de nivel, en intervalos constantes de 2 unidades, a
partir del —4 hasta el 4.

Respuesta:

a) La ecuacién del plano XY es z = 0.

z2=0
z=8—1%-2y }:>8—:E2—2y:0

Por lo tanto, la traza determinada por el plano XY es una parabola, cuya ecuacién
es 8 — 2% — 2y = 0.
La ecuacién del plano Y Z es z = 0.

=0

2=8—2%—2 }:>z:8—2y

Luego, la traza determinada por el plano Y Z es una recta, cuya ecuacién es z =
8 — 2y.
La ecuacién del plano X Z es y = 0.
y=20 Q.2
s =8 a?— 2y }:>z—8 x

Luego, la traza determinada por el plano X Z es una parabola, cuya ecuacion es

2 =8 — 2.

b) Las curvas de nivel pedidas corresponden a los siguientes valores de k: —4, —2, 0,
2 y 4, cuyas ecuaciones son respectivamente:

N_y: 22+2y=12, N_y: 224+2y=10 No: 22+42y=38
No: 22+2y=6 Ny: 22+2y=4

El grafico de cada curva de nivel, es una parabola en el plano XY
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—/ D\
I

Curvas de nivel

6. La siguiente tabla muestra el indice de calor (en °F) como una funcién de la temperatura
y la humedad. El indice de calor es una temperatura que indica cuanto calor se siente
como resultado de la combinacion de estos dos factores. Es probable que se presente
agotamiento por calor cuando el indice de calor llega a 105°F.

Temperatura (°F)

70| 75|80 |8 | 90 | 95 | 100 | 105 | 110 | 115
0 |64 69 |73 |78 8 |87 | 91 | 95 | 99 | 103
10| 65| 70 | 75| 80 | 8 | 90 | 95 | 100 | 105 | 111
20166 | 72 |77 | 82| 87 | 93 | 99 | 105 | 112 | 120
Humedad (%) | 30 | 67 | 73 | 78 | 84 | 90 | 96 | 104 | 113 | 123 | 135
40 | 67 | 74 | 79 | 86 | 93 | 101 | 110 | 123 | 137 | 151
50 | 69 | 75 | 81 | 88 | 96 | 107 | 120 | 135 | 150
60 | 70 | 76 | 82 | 90 | 100 | 114 | 132 | 149

a) Sila temperatura es de 80°F y la humedad es de 50 %, jcuédnto calor se siente?.
b) ;A qué humedad se siente 90°F como 90°F?

c) Hacer una tabla que muestre la temperatura a la que el agotamiento por calor se
convierte en peligro, como funcién de la humedad.

Respuesta:

a) Por inspeccién de la tabla:
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Temperatura (*F)
Bh o0 | a5 | 100 105 [ 110|115
TH | 83 | 87 | 31 a5 a9 | 103
WO = | 00 | 95 | 100 [ 105 | 111

g2l 87|03 | 99 [106] 112 ] 120

. a0 | 96 | 104 | 113 | 123 | 135

BG | 93 [ 101 | 110 | 123 | 137 | 151

BE | 06 | 107 | 120 | 135 | 160

o0 [100 | 114 | 132 | 149

TO [ TH
0| G4 | GD
10 | 63 | 70
20| 66 | T2
Humedad (95) | 30 | 67 | 73
{0 | 67 | T4
i
60O | 70 | 76 |

e e o e
®

Luego, se siente un calor de 81°F, si la temperatura es de 80°F y la humedad es de
50 %.

b) Por inspeccién de la tabla:

Temperatura (“F)
TO[TH (80O [R5 [ 90 | 65 | 100 105 | 110 | 115

0 |64 69|73 |78 | B3 | BY m a5 a9 | 103
0 |66 | 70 |70 |80 | 46 | 00 | 95 | 100 | 105 | 111

20 (66| 72|77 |82 | | 03 | 99 | 106 | 112 | 120
Humedad (%) | 30 46513 "E—-E-L.- 96 | 104 | 113 | 123 | 135
0|67 | 74 [T9 (8G )| 93 101 | 110 | 123 | 137 | 151
RO |60 | 7o | 81 |88 | 06 [ 107 | 120 | 135 | 160
GO | 70| 76| 82 |00 (100] 114 | 132 | 149

Luego, a 30 % de humedad,se siente 90°F como 90°F.

c¢) Por inspeccién de la tabla:

Temperatura (“F)
TO|TH|BO |85 | B0 | 895 | 100 | 105 | 110 | 115

L R R e o e o B s O5——80—
|- e — | 105 | 111

20 {662 l=%

—
2l
Humedad ( 50) | 30 67— —+51-51
L
—n ]

g0 105 | 112 | 120
113 [ 123 [ 135
123 | 137 | 151

L3 N il Wit B el 1

TR i B A mae o 135 | 150
60 416180104 149

Luego, la tabla que muestra la temperatura (aproximada) a la que el agotamiento
por calor se convierte en peligro, como funciéon de la humedad, es:

hil 0] 10|20 | 30 |40]50]60 |
t || 116 | 110 | 105 | 101 | 96 | 94 | 96 |
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7. Sea f la funcién de tres variables definida por:

1

f(%y,z):m

a) Determinar y describir el dominio de f.

b) Describir la superficie de nivel para k = 2
Respuesta:

a) Dom(f) = {(z,y,2) € R®/xz +y — 22 # 0}, que contiene a todas las ternas
ordenadas (z,¥, 2) de R que no pertenecen al plano x +y — 2z = 0.

b) La superficie de nivel N, es el conjunto de todas las ternas (z,y, z) pertenecientes

1

al dominio de f, que satisfacen la ecuacion —— = 2
T+y—2z

Graficamente, Ny se representa en el espacio por el plano cuya ecuacion es x +y —
Y
1
2z =3.

Instituto de Matemdtica y Fisica 9 Universidad de Talca



