Curso: Modelos matematicos y funciones Magister en ensefianza de las ciencias,
Tema: Método de los minimos cuadrados mencidn matemética

Introduccion

Francis Galton
Ingles, 1822-1911

El término regresion fue introducido por Galton en su libro “Natural inheritance” (1889)
refiriéndose a la “ley de la regresion universal”:

— “Cada peculiaridad en un hombre es compartida por sus descendientes, pero en media, en un
grado menor.” (Regresion a la media)

— Su trabajo se centraba en la descripcion de los rasgos fisicos de los descendientes (una
variable) a partir de los de sus padres (otra variable).

— Pearson (un amigo suyo) realiz6 un estudio con méas de 1000 registros de grupos familiares
observando una relacion del tipo:

e Altura del hijo = 85cm + 0,5 « altura del padre (aprox.)
» Conclusion: los padres muy altos tienen tendencia a tener hijos que heredan parte de
esta altura, aunque tienen tendencia a acercarse (regresar) a la media. Lo mismo puede

decirse de los padres muy bajos.

Hoy en dia el sentido de regresion es el de prediccion de una medida basandonos en el
conocimiento de otra.
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Tema: Método de los minimos cuadrados mencion matematica

@Método de los minimos cuadrados.

Dado un conjunto de n puntos

(X0 Y1)s (%o2¥2)s oo s (Xa0Yi) ()

resultantes de datos tomados en el estudio de un fendmeno particular. Se desea, como es de
suponer, encontrar una funcion y=f(x) que ajuste adecuadamente estos datos experimentales.
Como ya se ha comentado, en primer lugar se grafica la nube de puntos (*), y de acuerdo a forma
que asume esta nube se elige la funcion con la cual se modelara la situacion. La funcién elegida
depende, en general, de algunos pardmetros. Para encontrar los parametros del mejor modelo se
usaré el método de los minimos cuadrados.

ﬂ Ajuste lineal por el método de los minimos cuadrados.

Supongamos que al graficar los puntos (*) en un sistema de coordenadas resultan tener un
comportamiento aproximadamente lineal. ;Como encontrar una recta y = mx+b que mejor ajuste
estos valores?. Matematicamente, esta recta se encuentra minimizando los cuadrados de las
distancias verticales entre los n puntos y la recta buscada. Este procedimiento es conocido con el
nombre método de los minimos cuadrados.

Para encontrar la recta buscada se debe minimizar:

E:(mX1+b_Y1)2 +(mx2 +b—y2)2+---+(mxn +b_Yn)2 :Zn:(mxi +b_Yi)2

i=1
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Los parametros m y b buscados, deben satisfacer que 2—5:0 y Z—E:O. Calculando estas

derivadas parciales, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ﬁ‘,(mxi +b-vy,)x =0
Zn:(mxi +b-y;)=0

i=1

es decir:

(inz)n+(ZXi)0=ZXiy

(Tx,)m+nb=Yy, )

resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene:

n n n n 2 n n n
N2 XY — 2% 2 Yi PR INIEDR DRAT
m = i=1 i=1 |:12 y b= i=1 i=1 i=1 |:12
n 2 n n 2 n
n_Zixi _(ZiXiJ n_Zixi —(inj

que son los parametros del ajuste lineal buscado.

Ejemplo
Implementemos este método para buscar la recta que mejor ajusta, segun el criterio de los minimos
cuadrados, los siguientes puntos:

X 1 2 3
y 1 3 4
Tabla 1
) Se han omitido, por comodidad, los indices en las sumatorias.
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Para buscar los valores de m y b ordenemos los elementos necesarios para calcularlos en la
siguiente tabla:

N

X y X Xy
1 1 1 1
2 3 4 6
3 4 9 12
| X 6 8 14 19
Luego,
mzwzll5 y b:wz_o_gg_
3-14-36 3-14-36

Por lo tanto, la recta que mejor ajusta, por el método de los minimos cuadrados, los valores de la
tabla 1, es

y =1.5x-0.33.

En el siguiente gréfico se indican los puntos involucrados junto a la recta encontrada.
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@ ¢ Qué tan bien representa a los datos experimentales la recta encontrada?

Existe un pardmetro, llamado coeficiente de correlacién®, que permite estimar el grado de
asociacion lineal entre las variables en estudio. Se define por

2 > xivi - X yi)
[rmx2-n) ) rZ -

0 equivalentemente:

2-v°
R*- Z(yi —37)2

ZYi

n

donde, y = e y =valor estimado por el ajuste.

Es posible verificar que:

= Rvariaentre -1y 1.

» Mientras més cerca de los extremos del rango de variacion, es decir de —1 o 1, se encuentre R,
la recta de regresion lineal mejor ajusta los datos del problema estudiado.

= Habitualmente se exigen valores de r superiores (en médulo) a 0,75 para poder decir que existe
una fuerte dependencia lineal entre las variables en estudio. En general:

IR| Correlacion
0.0a0.2 muy débil, despreciable
0.2a0.4: débil. bajo
0.4a0.7: moderada
0.7a0.9 fuerte, alto, importante
0.9a1.0 muy fuerte, muy alto

Observacién: La correlacion entre los valores de dos variables es un hecho. El que lo
consideremos satisfactorio o no, depende de la interpretacion. Otro problema que representa la
correlacién es cuando se pregunta si una variable, de algin modo causa o determina a la otra. La
correlacion no implica causalidad. Si las variables X e Y estan correlacionadas, esto puede ser por
que X causa a Y, 0 porque Y causa a X o porgue alguna otra variable afecta tanto a X como Y, o
por una combinacion de todas estas razones; o puede ser que la relacion sea una coincidencia.

! Llamado también coeficiente de correlacién de Pearson
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........................................................................................

ﬁ Ajuste cuadratico por el método de los minimos cuadrados.

Si la nube de puntos (*) provenientes de una situacion concreta que se desea modelar, insindan una
forma parabdlica, se tiene que la situacion en estudio se modela por una funcién cuadratica. Para
encontrar esta funcion cuadratica, es posible también usar el método de los minimos cuadrados.

Sea y =a+bx+cx? la cuadrética buscada que ajusta los n puntos (*). Luego se debe minimizar

E :Z(<31+bxi +cx? —yi)2

Calculando las derivadas parciales de E (con respecto a a, b y ¢) e igualandolas a 0 se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones lineales:

(St b+ (b= S
( Xi )a+(ZXi2)0+(ZX?)C=ZXi Yi

na+( X; })+(in2)c:2yi

Resolviendo este sistema, se obtienen los parametros de la funcion cuadratica buscada.

mdndndndndndndndndndndndndndndndndndndndpdpdpdpdpdpdndpd bbb ndndnd
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Ejemplo

En determinado proceso se realizaron una serie de 24 mediciones, que luego al graficarse se
determind que es de naturaleza cuadratica. Se desea encontrar los parametros del polinomio de
segundo grado, que mejor se ajusta a esa serie de datos, y cudl es el valor de la variable
dependiente, cuando el valor de la variable independiente es de 20.

La tabla con los datos medidos es la siguiente:

X Y
0 10,08
0,5 12,03
1 11,38
15 18,81
2 20,53
2,5 28,50
3 31,38
3,5 38,40
4 48,39
45 60,60
5 66,66
5,5 82,61
6 91,37
6,5 105,44
7 122,53
75 137,77
8 152,74
8,5 172,65
9 188,84
9,5 207,77
10 230,94
10,5 251,35
11 274,07
11,5 295,95
Tabla 2
350
300 R
250 *>
200 - ,0’
150 - .,o’
100 oot
50 - ot
0 IR atd ‘ ‘
0 5 10 15
Nube de puntos de la Tabla 2
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Magister en ensefianza de las ciencias,

mencién matematica

Ahora, teniendo en cuenta el sistema de ecuaciones que se dedujo anteriormente, se sabe que se
tienen que encontrar los valores de la suma de x, la suma de x"2, de x"3, x4, de y, Xy, x"2*y y
n=24. Como es de suponer, la siguiente tabla se ha generado en una planilla excel.

| 105 |[251,35 |[110,25|(1157,63|[12155,06/(2639,18 [27711,38

| 11 |[274,07 |[121,00](1331,00|[14641,00/[3014,81 |33162,86

Ll Ly | x| x~3 || xM || xy || xr2y |
||| o |f10,08 |j0,00 |00 0,00 0,00 |0,00 |
||| 05 |[[1203 |025 [013 006 6,01 [3,01 |
||| 1 11,38 |[1,00 1,00 1,00 [[11,38 11,38 |
||| 15 |j1881 |[225 |[338 |506 [2821 (42,31 |
| |l 2 2053 |[400 |[800 |16,00 [41,06 [82,13 |
||| 25 |[2850 |[6,25 |1563 |[39,06 71,24 (178,11 |
||| 3 |[31,38 |[9,00 [27,00 |[81,00 94,14 |282,41 |
||| 35 |[38,40 |[12,25 |42,88 |[150,06 (134,39 [470,36 |
||| 4 48,39 |[16,00 64,00 |[256,00 (193,56 [/774,26 |
| || 45 /60,60 |[20,25 |[91,13 |[410,06 |272,68 [1227,08 |
| || 5 /66,66 |[25,00 [|125,00 |[625,00 |[333,31 [/1666,55 |
| || 55 |[82,61 |[30,25 ||166,38 |[915,06 (454,37 ||2499,02 |
||| 6 |[91,37 |[36,00 [|216,00 |{1296,00 |[548,23 |/3289,38 |
| || 65 |[105,44 |[42,25 |274,63 |[1785,06 (685,39 |/4455,05 |
||| 7 |[122,53 |[49,00 ||343,00 |[2401,00 |[857,74 |6004,20 |
| || 75 |[137,77 |[56,25 |[421,88 |[3164,06 ||1033,24 |[7749,32 |
| || 8 |[152,74 |[64,00 |[512,00 |{4096,00 {11221,90 |9775,23 |
||| 85 |[172,65|[72,25 ||614,13 |[5220,06 (146754 |12474,08 |
||| 9 |[188,84|[81,00 |[729,00 |(6561,00 (169955 1529592 |
||| 95 |[207,77 |[90,25 ||857,38 |[8145,06 [1973,80 |18751,13 |
||| 10 |[230,94 |{100,00/[1000,00|(10000,00(2309,40 |23093,97 |
| |
| |
| |

| 11,5 ||295,95 |132,25|(1520,88/17490,06/(3403,37 |(39138,76

2

138

2660,8

1081

9522

89452,75

2249451

208137,88

luego, el sistema que se debe resolver es:
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Magister en ensefianza de las ciencias,

mencién matematica

24 a
138 a

+ 138b + 1081c = 2660,8
+ 1081b + 9522c = 22495
1081a + 9522b + 89453c = 208138

Resolviendo este sistema se obtiene que: a = 9.6, b = 1.76 y c¢ = 2.02. Luego la funcién
cuadratica que mejor ajusta, por el método de los minimos cuadrados, la serie de datos en estudio

€es:

y =9.6+1.76x + 2.02x°

En el siguiente grafico, se muestran los datos originales junto al grafico de la funcion cuadratica

encontrada:

350
300 ~
250

7

200

Z

150 4
100 A

—e— Datos originales

—=— Datos ajustados

SOM

5 10 15

----------------------------------------------------------------------------------------

@ Como es de suponer, el método de los minimos cuadrados permite determinar un polinomio de
grado m de ajuste la serie de datos experimentales (*). En este caso, la funcion buscada es

y=agtar+ags® +...+ ags™

con n>m-+1. El polinomio buscado se encuentra minimizando la funcion (de m variables):
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] H
=3[ -7t =E[Js- —ag +ayx, +azn’ +---+ﬁnl'r'}]’ = omn

Luego,
ST N
o, EZ Vi —lag + ayx; +|i12.'-’f_r'2 +ot a2 =
L P
1T N
%=EZ ¥ —lapg +a1xj+.:zngz+...+amxm} =
i=l
inl L
&TE=EZ;{I =i —I—c;tlx:—l—ang G —I—c;tmx T =

——EZ?@

i=l

v —lap + a x; +EIEI:'2 oty x| =0

De donde, se obtiene el siguiente sistema de m ecuaciones lineales con m incognitas:

i=l i=1

:—1 i=l

=

i=l i=1

Zyj —a021+a12xg +ﬂjzx: e +am2xjm
ijyj =aDij +alzxf2 +422xj3 +...+am2xjm+l
Zx: }’:—ﬂﬂzx: +ﬂlzx:3 +a22x: e +am

n
&Y =ap X

i=1 i=1

=l i=l1 i=1

m+2

i=1 i=1

!
+alzxjm+ m+2

i=l

= +C1m X:‘Em

i=1 i=l

Resolviendo este sistema, se encuentran los m+1 parametros del polinomio (de grado m) buscado.
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