Universidad de Talca Calificativo de Doctorado
Instituto de Matematicas Agosto 202/

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.
Tiempo: 4 horas

1. Sea G un grupo de orden |G| = p?q® donde p y ¢ son primos distintos. Muestre que G no es
simple.

2. Sea G un grupo actuando en el conjunto X. Suponga que |G| = p™ donde p es un primo y
suponga también que med(|X|,p) = 1. Muestre que existe z € X tal que g = = para todo
g€ qG.

3. Sea R un anillo comutativo con 1 y sea a € R. Sean m y n numeros naturales con maximo
comun divisor d. Sea I C R el ideal en R generado por ™ — 1y a™ — 1 y sea J C R el ideal
generado por a? — 1.

(a) Muestre que (a? —1) | (a™ — 1).
(b) Muestre que I C J.
(b) Muestre que J C I y concluya que I = J.

4. Sea I = (5, X3+ X +1) el ideal de Z[X] generado por 5 y X®+ X + 1. Determine si I es un
ideal primo.

5. Sea f(x) = 2 — 5 € Q[z] y sea E el cuerpo de descomposicién de f sobre Q.

(a) Encuentre E explicitamente.
(b) Determine [E : Q).
(c) Encuentre Gal(E/Q).



Universidad de Talca Calificativo de Doctorado
Instituto de Matematicas Agosto 2023

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.
Tiempo: 4 horas

1. Sea G un grupo de orden |G| = pg donde p y ¢ son primos. Suponiendo que p < ¢ y que
p1 (g — 1), muestre que G es ciclico.

2. Sea G un grupo finito y sea H < G un subgrupo. Muestre que H tiene el mismo niimero de
coclases por la izquierda que por la derecha.

3. Sea R un anillo comutativo con 1 y sea a € R. Sean m y n nimeros naturales con maximo
comun divisor d. Sea I C R el ideal en R generado por a™ — 1y a™ — 1y sea J C R el ideal
generado por a? — 1.

(a) Muestre que (a? —1) | (a™ — 1).
(b) Muestre que I C J.
(b) Muestre que J C I y concluya que I = J.

4. Sea F3 el cuerpo con 3 elementos. Encuentre un polinomio f € F3[X] tal que el anillo
F3[X]/(f) sea un cuerpo con 27 elementos.

5. Sea f(x) = 2® — 2 € Q[z] y sea E el cuerpo de descomposicién de f sobre Q.

(a) Encuentre E explicitamente.
(b) Determine [E : Q).
(c) Encuentre Gal(E/Q).



Universidad de Talca Calificativo de Doctorado
Instituto de Matematicas Mayo 2023

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.
Tiempo: 4 horas

1. Sea G un grupo finito y sea o : G — G un automorphismo de G tal que o(g) = g si y solo si
g = 1 es la identidad de G.

(a) Muestre que la funcién f(g) = g 'o(g) de G en G es inyectiva, y por lo tanto biyectiva.
Suponga ahora que o(o(g)) = g para todo g € G.

(b) Usando (a) muestre que o(g) = g~! para todo g € G.

(¢) Muestre que G es abeliano de orden impar.

2. Sea R un anillo comutativo. Se define
N(R) ={a € R|a"™ = 0 para algin n € N}
(a) Muestre que N(R) es un ideal de R.
(b) Sea P C R un ideal primo de R. Muestre que N(R) C P.

3. Sea K un cuerpo tal que char(K) = p (primo) y sea F'/K una extensién ciclica de grado p.
Sea o un generador del grupo de Galois de F/K.

(a) Pruebe que la transformacién K-lineal S : F — F definida por S(a) = a — o(«) es
nilpotente.

(b) Muestre que existe un elemento a en el nucleo de S? = S o S, pero no en el nucleo de
S,y que f = ——5— satisface o(8) = 5+ 1.

o(a)—a

(¢) Muestre que § de (b) satisface una ecuacién del tipo 2P — 2 — a = 0 sobre K.



Universidad de Talca Calificativo de Doctorado
Instituto de Matematicas Julio 2022

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.
Tiempo: 4 horas

1. Sea G un grupo no necesariamente finito y sea Z(G) su centro. Suponiendo que G/Z(G) es
ciclico, muestre que G es abeliano.

2. Sea G un grupo de orden 55.

(a) Pruebe que G estd generado por dos elementos x, y tales que ' = 1,¢° = 1, yzy~! = 2"

donde r € {1,2,...,11}.
(b) Demuestre que r ¢ {2,6,7,8,10,11}.

3. Sea R un anillo comutativo con 1.

(a) Suponga que para cada a € R existe un n > 1 tal que a™ = a. Muestre que cada ideal
primo de R es maximal.

(b) Suponga que cada ideal de R es primo. Muestre que R es un cuerpo.
4. Sea R = Z[i]. Encuentre el méximo comun divisor entre 25 y 13 + 16i en R.
5. Sean E = Q(i,2'/®), F = Q(i) y K = Q(v/—2). Muestre que

(a) E es de Galois sobre Q.

(b) Gal(E/F) es ciclico.

(b) Gal(E/K) es no abeliano.



Universidad de Talca Calificativo de Doctorado
Instituto de Matematicas Enero 2021

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.
Tiempo: 4 horas

1. Sea GG un grupo finito y sea N < G un subgrupo normal de G. Se dice que el subgrupo
H < G es un complemento de N si G = NH y si NN H = {1}.

(a) Sea p un niimero primo y sea H < G un complemento de N < G tal que |H| = p* para
algin k > 0. Sea S € Syl,(G). Muestre que S contiene un complemento de N.

(b) Sea N < G tal que Z(N) = {1}. Suponga que los tnicos automorfismos de N son
conjugaciones por elementos de N. Muestre que existe un complemento K de N tal
que K 4 @G.

2. Sea G un grupo finito que actia en un conjunto A, via (g,a) — ¢ -a. Para a € A se define
Ola)=G-aCAyG,={9€Glg-a=a}.
(a) Muestre que G, < Gy que |G : G4| = |0(a)|.
(b) Sea P un grupo de orden |P| = p" donde p es un primo. Usando (a) con una accién

apropriada muestre que Z(P) # 1.

3. Sea p un numero primo. Sea F un cuerpo tal que |F| = p™ para algin n.

(a) Muestre que la aplicacién ¢ de F' dada por a — af es un automorfismo de F.
(b) Muestre que ¢ tiene orden n.

4. Sea A un anillo conmutativo con 1. Suponga que para cada a € A existe un n > 1 tal que

a™ = a. Pruebe que todo ideal primo de A es maximal.

5. Sea n una séptima raiz primitiva de unidad y sea K = Q(n).

(a) Encuentre explicitamente el grupo de Galois Gal(K/Q).

(b) Muestre que hay un tinico cuerpo intermedio Q C F' C K tal que [F : Q] = 2. Describa
F' explicitamente.



Universidad de Talca Calificativo de Doctorado
Instituto de Matematicas Septiembre 2020

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.
Tiempo: 4 horas

1. Sea G un grupo finito, y sea S, el grupo simétrico sobre {1,2,...,n} para n un nimero
natural fijo. Muestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Existe homomorfismo ¢ : G — S, y un elemento g € G tal que g ¢ kerep.
(b) Existe subgrupo H de G tal que 1 < |G : H| < n.

2. Sea G un grupo finito con subgrupo H, y sea A = {P € Syl,(G) | H < P} para un primo p.
Sea Q € A.

(a) Muestre que Q N Ng(H) actia en A por conjugacion.
(b) Muestre que |A| =1 mod p.

3. Sea R un anillo con 1 tal que 0 y R son los tinicos ideales de R. Muestre que el centro de R
€s un cuerpo.

4. Sea p un primo. Sea f(z) = 27" —x € Fp[x] donde n > 1. Muestre las siguientes afirmaciones.
(a) f(x) es separable.
(b) Si g(x) es un factor irreducible de f(z) entonces degg(x) divide a n.

5. Sea f(z) = 2* — 422 + 2.
(a) Sea E el cuerpo de descomposiciéon de f(x) sobre Q. Determine E y el grado [E : Q).
(b) Encuentre G = Gal(E/Q) y describa la accién de G sobre las raices de f(z).



Universidad de Talca Calificativo de Doctorado
Instituto de Matematica y Fisica Mayo 2020

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.
Tiempo: 4 horas

1. Sea V un C-espacio vectorial de dimensién finita y sea (+,-) : V x V' — C una funcién tal que:

e (v1,v2) = (v2,v1), donde @ es el conjugado de a € C;
e (v,avy + buy) = a(v,v1) + b(v, v3) para todo v,v1,v3 € V y a,b € C;
e (v,v) € Ry para todo v € V' \ {0}.

Suponga que f: V — V es C-lineal y (f(v),v) = 0 para todo v € V| pruebe que f = 0.
Indicacién: Primero pruebe que la matriz asociada a f es nilpotente.
2. Sea p un ntmero primo, G un grupo finito y H < G un subgrupo de G. Ademés, sea m(H)
el nimero de p-subgrupos de Sylow de G que contienen a H.
Demuestre que m(H) =0 o m(H) = 1 médulo p.
2

3. Counsidere el anillo R := Qz]/I, donde I es el ideal generado por = — z*. Pruebe que
R=ZQ xQ.

4. Sea k un cuerpo y R el subanillo de k[z] que consiste en todos los polinomios sin termino de
grado 1, es decir R := {p(x) € k[z] : p(x) = ap + azx® + - -+ }. Pruebe que z° y 2° no tienen
maximo comun divisor en R.

5. Sea I un cuerpo de caracteristica 0 y ' una extensién Galois finita simple de F', es decir,
existe a € E'\ {0} tal que E = F[a].

(a) Pruebe que F[a?] # E si y solo si existe g € Gal(E/F) tal que g(a) = —a.
(b) Pruebe que existe 8 € E \ F tal que E = F[3?].



Universidad de Talca Calificativo de Doctorado
Instituto de Matematica y Fisica Enero 2018

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.
Tiempo: 3 horas

1. (a) Sea G un grupo y H un subgrupo de G de indice finito. Demuestre que G posee un
subgrupo normal de indice finito que esta contenido en H.

(b) Sean H; y Hy dos subgrupos de G de indice finito. Demuestre que H; N Hy es un
subgrupo de GG de indice finito.

2. Sea p un entero primo, G un grupo finito y H un subgrupo normal de orden p.

(a) Demuestre que H esta contenido en todo p-subrupo de Sylow de G.

(b) Suponga que P es un p-subgrupo de G que contiene a H. Demuestre que H esta
contenido en el centro del grupo P.

3. Se considera el anillo R = Z[x]/(2,2® + 1). Encuentre dos cuerpos K1 y K tales que R sea
isomorfo a K7 x Ks.

4. Considere el anillo Z[v/—5]. Verifique que 1 + v/—5 es elemento irreducible que no es primo.
Concluya que Z[v/—5] no es un dominio de factorizacién tnica.

5. Sea p(z) € Q[X] un polinomio de grado n > 2, K el cuerpo de descomposicién de p(zx) sobre
Q y suponga que Gal(K/Q) = S,,. Demuestre que |Aut(Q(«)/Q)| = 1, donde « es una raiz

de p(x).



Universidad de Talca Calificativo de Doctorado
Instituto de Matematica y Fisica enero 2017

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.
Tiempo: 4 horas

1. Sea G’ un grupo de orden |G| = 3 x 52 x 7y sea H < G un subgrupo de orden |H| = 52 x 7. Sea
¢ : G = Sym(G/H) el homomorfismo asociado a la accién de G en G/H por multiplicacién por la
izquierda. Muestre que H = Ker ¢.

2. (a) Sean k, m y p tres enteros estrictamente positivos, tal que p es un primo que no divide a m, y
sea G un grupo simple de orden mp*. Pruebe que p* divide a (m — 1)!.

(b) Sea G un grupo de orden 2¥5. Pruebe que para todo k > 1 el grupo G no es simple.

3. (a) Considere el anillo Z[i] y el ideal I generado por 6 y 9 — 3i.
i. Explique, sin realizar cédlculos, por qué existe a € Z[i] tal que I = (a).
ii. Encuentre explicitamente a € Z[i] tal que I = (a).

(b) Sea R un dominio de factorizacién tnica y sea K su cuerpo de fracciones. Considere un polinomio
moénico f(x) € R[x] y suponga que o € K es una raiz de f. Pruebe que a pertenece a R.

4. Sea R = Z/6Z. Encuentre todos los polinomios f(x),g(z) € R[x] tal que x = f(z)g(z) en R[x].

5. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0 y L una extension finita de K. Pruebe que si [L : K] es
relativo con p, entonces L|K es una extensién separable.

6. Sean p, q dos primos distintos, n > 0 un entero positivo y K/F una extensiéon de Galois tal que
| Gal(K/F)| = pq"

(a) Suponga que p < ¢q. Demuestre que existe una extensién de Galois de F' de grado p contenida
en K.

(b) Suponga que p > ¢. De un contraejemplo a la parte (a).



Universidad de Talca Calificativo de Doctorado
Instituto de Matemaética y Fisica Agosto 2016

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.
Tiempo: 4 horas

1. Sea G un grupo finito y sea H < G subgrupo tal que |G| 1 |G : H|!. Muestre que H tiene un subgrupo
1# N < H tal que N <4G.

2. Sean G y Gy grupos finitos y sea p > 2 un primo. Sean n,(G1),n,(G2) v n,(G1 X G2) los nimeros
de grupos Sylow-p de G1, G2 y G1 x G2 respectivamente. Muestre que n,(G1 x G2) = n,y(G1)np(G2).

3. Sea S3 el grupo simétrico sobre {1,2,3} y sea ¢ : S3 — Aut(S3) el homomorphismo dado por conju-
gacién. Muestre que @ es un isomorphismo.

4. Sean los anillos R y S dados por R = Z/15Z y S = Z/30Z. Encuentre todos los homomorfismos de
anillo ¢ : R — S.

5. Exprese 14 + 6i como producto de primos de Z[i]. (Indicacidn: use la norma de Z]i]).

6. Demuestre que Q(\@, \/§) = Q(\/§+ \/§) y encuentre el polinomo minimal de v/2 + /3 sobre Q y su
cuerpo de descomposicion.

7. Sea E = )22, Q(2%) CR.

(a) Muestre que F es un cuerpo.
(b) Muestre que [E : Q] = cc.

(¢) Muestre que la identidad es el tnico Q-automorfismo o : E — E.



Universidad de Talca Ezamen de calificacion (Magister)
Instituto de Matematica y Fisica Enero de 2015

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.
Tiempo: 3 horas

1. Sea S, el grupo simétrico de grado n y H un subgrupo normal de S,, que contiene una
transposicién. Pruebe que H = S,,.

2. Sea P un p-subgrupo de Sylow de H y H un subgrupo de G.

(a) Si P< H y H <1 G. Demuestre que P < G.

(b) Ademis suponga que H = Ng(P) := {g € G | gPg~! = P}, es decir H es el normal-
izador de P en G. Pruebe que Ng(H) = H.

3. (a) Encuentre dos polinomios ¢(z),r(z) € Q[z] tales que:
22q(z) =1 mod 323 + 1y (323 + 1)r(z) = 1 mod z*
(b) Encuentre todos los polinomios p(z) € Q[z] tales que:

p(x) =2* mod 32z® +1, p(x)=2zx+1 mod z?

4. Sea p(x) € Z[x] tal que p(0) y p(1) son enteros impares. Pruebe que p(x) no tiene raices en
Z.

t

. Sea f(r) = 2* =7 € Q[z] y G el grupo de Galois del polinomio f.

(a) Calcule el orden de G.

(b) Determine un sistema de generadores de Gy muestre de forma explicita la accién de G
sobre las raices de f.

(c) Determine G como grupo abstracto.



Universidad de Talca Calificativo de Doctorado
Instituto de Matematica y Fisica Agosto 2014

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.
Tiempo: 4 horas

1. Sea G un grupo finito que actia transitivamente sobre un conjunto X. Diremos que ¥ C X es un
bloque si para cada g € G se satisface una de las siguientes propiedades: g(Y) =Y o g(Y)NY = (.
El grupo G es llamado primitivo si el dnico bloque en X es el trivial (es decir Y = X).

(a) Sea z € X y Y un bloque que contiene a x. Pruebe que Gy = {g € G | g(Y) = Y} es un
subgrupo de G que contiene al estabilizador G.

(b) Pruebe que el grupo transitivo G es primitivo si y sélo si para cada € X el grupo G, es un
subgrupo maximal de G.

2. Sea Dy, := {r,s | r" = s* = (rs)? = 1} la presentacién usual del grupo Diedral de orden 2n.
(a) Sea m un entero positivo que divide a n. Pruebe que el grupo (r™) es un subgrupo normal de
D2n Yy que D2n/<rm> = D2m-
(b) Sea n = 2'k, donde k es impar y [ es un entero positivo. Pruebe que el niimero que 2-subgrupos
de Sylow de Da,, es k.
3. Determine todos los ideales del anillo Z[z]/(2, 23 + 1).

4. Sea K un cuerpo y f(z) := 27 +y” + 27 un polinomio en K[z,y, z]. Pruebe que f es irreducible si y
sélo si la caracteristica de K es diferente a 7.

5. Sea B un anillo conmutativo y A un subanillo con unidad. Un elemento b € B es llamado entero
sobre A si existe un polinomio ménico p(x) € A[x] tal que p(b) = 0. Diremos que el anillo B es entero
sobre A, si todo elemento de B es entero sobre A.

Suponga que B es entero sobre A y que B es un dominio de integridad. Demuestre que A es un cuerpo
si y sélo si B lo es.

6. Sea f(r) =2° —2 € Q[z] y G el grupo de Galois del polinomio f.
(a) Calcule el orden de G.
(b

)

) Pruebe que G tiene un subgrupo normal de orden 5.
(¢) Pruebe que G no es abeliano.

)

(d) Pruebe que G es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico S5 que no contiene transposiciones.



Universidad de Talca Calificativo de Magister
Instituto de Matematica y Fisica Agosto 2014

Algebra

Instrucciones: Conteste en forma ordenada y justifique adecuadamente cada respuesta.

Tiempo: 4 horas

1. Sea G un grupo finito que actia transitivamente sobre un conjunto X. Considere el siguiente conjunto
Y ={(z1,22) € X x X | 21 # z2}.

(a) Pruebe que la aplicacién G XY — Y : (g, (z1,22)) — (g(x1), g(x2)) es una accién bien definida
del grupo G sobre el conjunto Y.

(b) Diremos que el grupo G es doblemente transitivo sobre X si G es transitivo sobre Y. Pruebe
que G es doblemente transitivo sobre X siy sélo si para todo x € X el estabilizador G, := {g €
G | g(x) = z} actia transitivamente sobre el conjunto X — {z}.

(¢) Sea Dg el grupo diedral de 8 elementos equipado con su accién natural sobre los vértices de un
cuadrado. Muestre que Dg no es doblemente transitivo.

2. Sea G un grupo de orden 105. Pruebe que si un 3-subgrupo de Sylow de G es normal, entonces G es
abeliano.

3. Determine todos los ideales del anillo Z[z]/(2, 23 + 1).

4. Pruebe que el siguiente polinomio es irreducible en Q[x]:

f(z) =227 + 425 + 122* + 62+ 3

5. Sea B un anillo conmutativo y A un subanillo con unidad. Un elemento b € B es llamado entero
sobre A si existe un polinomio ménico p(x) € A[z] tal que p(b) = 0. Diremos que el anillo B es entero
sobre A, si todo elemento de B es entero sobre A.

Suponga que B es entero sobre A y que B es un dominio de integridad. Demuestre que A es un cuerpo
si y sélo si B lo es.

6. Sea f(r) =2* —2 € Q[z] y G el grupo de Galois del polinomio f.
(a) Calcule el orden de G.

(b) Muestre de forma explicita la accién de G sobre las raices de f, determine un sistema de gener-
adores de G y pruebe que G es isomorfo a Dg.

(¢) Calcule los subgrupos de G de orden 4 y sus cuerpos fijos.



Universidad de Talca Calificativos de Doctorado
Instituto de Matematica y Fisica Agosto 2013, Algebra

. Sea G un grupo finito que acttia transitivamente sobre un conjunto X con #(X) > 2. Pruebe que
existe un elemento g en el grupo G tal que g(x) # x para todo x perteneciente a X.

. Sea G un grupo finito, P un p-subgrupo de Sylow de G y H un subgrupo normal de G

a) Pruebe que P N H es un p-subgrupo de Sylow de H.
b) Pruebe que PH/H es un p-subgrupo de Sylow de G/H.
c) Suponga que H < G no es un subgrupo normal de G. Construya un contraejemplo de a).
. Sea A un dominio de integridad. Pruebe que A es un dominio de factorizacién tnica si y sélo si

todo elemento irreducible es un elemento primo y toda familia no vacia de ideales principales
(ordenada por contencién) satisface la condicion de la cadena ascendente.

Observacion: La condicién de la cadena ascendente establece, en este caso, que ninguna cadena
ascendente de ideales principales puede prolongarse indefinidamente.

. Pruebe que el polinomio x® + yx? — x? + y? — 1 es irreducible en el anillo de polinomios Ql[x, y].

. Sea K/Q una extension finita de cuerpos. Pruebe que a lo mas hay un ntimero finito de raices de la
unidad en K.

. Sea F/Q una extension de cuerpos de grado 4 que no es una extensién de Galois y K la clausura de
Galois de F sobre Q.

a) Pruebe que el grupo de Galois Gal(K/Q) es isomorfo a uno de los siguientes grupos:
1) el grupo Simétrico S4
2) el grupo Alternante Ay
3) el grupo Diédrico de 8 elementos Ds.

b) Demuestre que Gal(K/Q) es isomorfo a Dg si y s6lo si la extension F/Q contiene una extension
cuadratica de Q.



Universidad de Talca Qualy Enero 2012
Instituto de Matematica y Fisica Algebra

Responder dos problemas de cada seccion.

Seccion 1

1. Muestre que si f(z) es un polinomio irreducible sobre un cuerpo k, entonces todas
sus raices tienen la misma multiplicidad.

2. Sea a un elemento del cuerpo k y p € Z un primo. Supongamos que el polinomio
f(x) = 2P — a es reducible sobre k. Pruebe que f(x) tiene una raiz en k.

3. Sea K el cuerpo de descomposicién de z* — 222 — 1 € Q[z]. Determine el grupo de
Galois de K/Q y describa su accién sobre las raices.

Seccion I1

1. Sea (g, a) — ga una accién del grupo finito G en el conjunto finito A de orden n > 1.
Sea G, el estabilizador de a € A en G y sea D := {(a,b)|a #b} C A x A.

a) Muestre que (g, a) — ga define una accién de G, en A\ {a} y que (g, (a,a1)) —
(ga, gay) define acciones de G en A x Ay en D.

b) Supongamos que el orden de A es al menos 3. Muestre que la accién de G en
D es transitiva si y solo si la accién de G, en A\ {a} es transitiva para todo
a € A. Muestre que en este caso n(n — 1) divide |G]|.

2. Sea G subgrupo del grupo simétrico S,,. Suponga que existe g € G tal que sign(g) =
—1. Muestre que G N A,, tiene indice dos en G donde A, es el grupo alternante.

3. Demuestre que todo grupo G de orden 325 es abeliano.

Seccion ITT

1. Encuentre todos los anillos R conmutativos con 1 que tienen un solo ideal maximal
y cuyo grupo de unidades: R* es trivial.

2. Sea k un cuerpo y sea R el subconjunto de k[z] que consiste de los polinomios en el
que el coeficiente de x es 0. Pruebe que R es un subanillo de k[x]. Pruebe que R no
es un dominio de factorizacién tnica.

3. Sea k un cuerpo x una indeterminada, f,g,h polinomios cuadraticos en k[x]. Su-
pongamos que f tiene dos raices distintas en k, g tiene exactamente una raiz en k y
finalmente supongamos que h es irreducible en k. Pruebe que:

a) Los anillos k[z]/(
b) Los anillos k[z]/(
¢) los anillos k[z]/(f), k[x]/(g) y k[z]/(h) son todos no isomorfos.

f) vy k@ k son isomorfos.

g) v k[z]/(x?) son isomorfos.
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1. a) Sea G := S5 el grupo simétrico sobre {1,2,3,4,5} y sea H un
subgrupo de G de Sylow-2. Demuestre que H es isomorfo a Dsg,
el grupo dihedral de 8 elementos.

b) Encuentre todos los grupos (modulo isomorfismo) de orden 2p,
donde p > 2 es un nimero primo.

2. Sea A un anillo unital comutativo y sea 8 un ideal primo de A. Sea
PA[X] el ideal en A[X] generado por PB. Demuestre que

a) PAX] = {37 a; X |n € N,a; € B}
b) PA[X] es un ideal primo de A[X].
¢) Muestre que PA[X] no es un ideal maximal de A[X].

3. Sea A un anillo unital comutativo y sean B;,7 = 1, ..., k ideales primos
de A tal que también Py N ... N Py sea ideal primo de A. Demuestre
que existe j tal que ‘B; C P; para todo i.

4. Sea P un ideal primo no cero del anillo de los enteros de Gauss Z[i].
Muestre que el anillo cuociente Z[i]/P es un cuerpo finito. Mas atin
muestre que los tinicos cuerpos que se pueden obtener tienen p é p?
elementos, donde p € Z es un primo.



5. Encuentre todos los grupos abelianos de orden 8 (modulo isomorfismo).
Para cada uno de los siguientes identifique el grupo correspondiente.

Zl )X7

a) 5

b) (Za7)* /{£1},

¢) Las raices de 2® — 1 en C,
d) ¥y,

e) (Zig)™.

Aqui Fg denota el cuerpo con 8 elementos y IF; su grupo aditivo suby-
acente; Z, denota el anillo cuociente Z/nZ y R* el grupo de elementos
invertibles del anillo R.

6. Sea D € Z, D # 1, un entero libre de cuadrados (i.e. no hay m €
Z,m # %1 tal que m?|D) y a € Q un racional distinto de 0. Suponga
que Q(vav/D)/Q es una extensién de Galois. Pruebe que D = —1 y
que Gal(Q(vav'D)/Q) = Ky o Cs (el grupo Klein 4 o el grupo ciclico
con 2 elementos respectivamente.) ;Para que valores de a el grupo de
Galois es K4 y para cuales Cy?
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Responder dos problemas de cada seccion.

Seccién 1

1. Sea K una extension cuadratica de Q, es decir [K : Q] = 2. Supongamos que f(x) € Q[x] es
un polinomio irreducible. Pruebe que solo una de las siguientes posibilidades sucede:

a) f(z) es irreducible sobre K|x]

b) f(z) es un producto de dos factores irreducibles en KJz] del mismo grado.
2. Consideremos (5 = ¢2™/% ¢ C.

a) Describa el grupo de Galois, Gal(Q((5)/Q) y su accién en Q((s).

b) Determinando el polinomio minimal de cos(27/5) encuentre una expresién algebraica
para cos(27/5).

3. Sea a = /5 + 2v/5. Muestre que Q(a) es una extensién de Galois de grado 4 sobre Q con
grupo de Galois ciclico.

Seccion 11
1. Sea p un nimero primo y G' un grupo no abeliano de orden p?3

a) Pruebe que el centro de G, Z(G) y el conmutador de G coinciden y son de orden p

b) Pruebe que G/Z(G) = C, x C,, donde C}, denota el grupo ciclico con p elementos.

2. Sea G un grupo finito y H un subgrupo normal. Muestre que si P es un p-subgrupo de Sylow
de H entonces G = HN¢g(P)

3. Sea G un grupo finito, H <Gy N < H.

a) De un contraejemplo para mostrar que no necesariamente se tiene N < G.

b) Supongamos que |N| (el orden de N) y el indice de N en H son relativamente primos.
Pruebe que N es el tnico subgrupo de H de orden |N|. Concluya que N < G.

Seccién II1

1. Sea R un anillo conmutativo unital, P C R un ideal primo y suponga que R/P es finito.
demuestre que P es un ideal maximal.

2. Considere el ideal principal I generado por el polinomio 2 + x + 1 en el anillo Z[x]. Muestre
que I no es un ideal maximal. Encuentre un ideal maximal J C Z[z] que contenga I.

3. Sea I C R un ideal en un anillo unital y 7 : R — R/I el homomorfismo canonico. Suponga
que para todo x € I hay un entero positivo n (que depende de x) tal que ™ = 0. Demuestre
que r € R es invertible si y solo si 7w(r) € R/I es invertible.



