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Introduccion

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y V una variedad algebraica
afin. Para ilustrar de manera intuitiva un punto singular en la variedad V,
consideremos que V es una curva en A? definida por P(x,y) =0, con P €
klx, y]l. Se conoce que la mayoria de los puntos en V (que denominaremos
puntos suaves o lisos) presentan una Unica recta tangente. Sin embargo, es-
ta propiedad puede fallar cuando la curva se cruza o presenta un "pliegue",
como sucede en las curvas definidas por los polinomios y?> — x> =0y y* -
x%(1 + x) = 0. En estas situaciones, las curvas exhiben mas de una recta tan-
gente en el origen. Intuitivamente, un punto singular se caracteriza por tener
una recta tangente no univocamente definida. Diremos que la variedad V es

no-singular (o suave) si cada uno de sus puntos es suave.

Consideremos una variedad X, entonces, X se puede expresar como la
unién disjunta de su conjunto suave y su conjunto singular que denotaremos
por Sing(X). La resolucion de singularidades para una variedad algebraica
singular X consiste en encontrar otra variedad que, esencialmente, comparta
las mismas propiedades que X, pero carezca de singularidades. La idea cen-
tral de una resolucion de singularidades es intervenir inicamente en la parte

singular de X, preservando la parte suave sin alteraciones significativas.
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Por ejemplo, la variedad algebraica singular V; : y>—x3 = 0, cuyo conjunto

singular estd compuesto unicamente por el punto (0,0).

Definimos la variedad algebraica suave V] : y? —x = 0 y consideremos el

siguiente morfismos de variedades algebraicas:

¢: VIM0,00) — V1\{(0,0)}
(x,9) —  (x,Xx)).
Notemos que ¢ es una biyeccién cuya inversa esta dada por:

d~t: {0,008 — V]\{(0,0)}

x,y) — (x, %)

lo que corresponde a una resolucién de la singularidad de la variedad alge-
braica 1.

En concreto, una resolucién de singularidades de una variedad singular
X es:

1. Un morfismo propio birracional ¢: Y — X.
2. Y es una variedad no singular.
3. Y\ 1 (Sing(X)) = X\Sing(X).

La existencia de la resolucién de singularidades de variedades algebrai-
cas sobre un cuerpo de caracteristica cero fue probado por Heisuke Hironaka
el afno 1964 en su articulo “Resolution of Singularities of an Algebraic Variety
Over a Field of Characteristic Zero" [16]. Para caracteristica p > 0 es un pro-
blema atn abierto. La demostraciéon de Hironaka es de una gran profundidad

y complejidad, la idea bdsica e intuitiva es considerar una coleccion finita de
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invariantes asociadas a la singularidad para medir "que tan singular” es la va-
riedad y luego, utilizando una iteracion de estallidos de sub-variedades sua-
ves del espacio ambiente A” y las transformadas estrictas en la variedad, se
demuestra que estos invarientes disminuyen, lo que indica que después de
cada estallido en nuestra variedad aparece una cierta mejora. Una desventa-

ja de este método es que no es canénico y depende de muchas elecciones.

Se ha propuesto una alternativa de estallidos para la resolucién de singu-
laridades con un enfoque més canénico e independiente de elecciones, de-
nominado la modificacion de Nash. Consiste en sustituir puntos singulares
de la variedad por las posiciones limites de los espacios tangentes de pun-
tos no singulares. John Nash inspirado por la demostracién de Hironaka, se
planteo la siguiente pregunta: ;Es posible obtener una resolucion de singula-
ridades de una variedad V a través de una iteracion finita de la modificacion
de Nash?

Augusto Nobile en su articulo “Some properties of the Nash blowing-up”
[19] y Bernard Teissier en “The hunting of invariants in the geometry of dis-
criminants"” [29] demostraron que en un cuerpo k de caracteristica cero, la
modificacién de Nash es un isomorfismo si y sélo si la variedad es no sin-
gular. Como corolario a este resultado, se tiene que en el caso de curvas, el

Método de Nash resuelve las singularidades con una iteracion finita.

Rebassoo en 1977 en su tesis de doctorado “Desingularization Properties
of the Nash Blow-up Process" [25], demuestra que la iteracion de la modifica-
cion de Nash resuelve las singularidades de la familia {z” — xPy" = 0} para p,

qgyrenN.

En el caso de variedades de dimensién mayor o igual a dos es un proble-

ma abierto, incluso para las superficies tdricas.

En caracteristica positiva p > 0, la Modificacién de Nash no funciona, un
contraejemplo, es considerar la variedad singular X = {y? — x> = 0} c k? y su-

poner que trabajamos en un cuerpo de caracteristica 2, entonces como la
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modificacién de Nash de X denotada por V! X coincide con la explosién del
ideal jacobiano que define la ecuacién de la curva, N'1X = Bl _3,2 X, note-
mos que en caracteristica p = 2, se tiene que N'1X = Bl _3,2y, esto significa
que estamos estallando un ideal principal, luego N'' X es isomorfo a la varie-
dad inicial X.

Una de los grandes dificultades observadas en este método, es que la nor-
malidad no se conserva por la modificacion de Nash. Una variaciéon del Mé-
todo de Nash es utilizar la modificaciéon de Nash Normalizada que consiste

en una iteraciéon de la Modificacién de Nash seguido por Normalizacion.

Sobre un cuerpo de caracteristica cero, G. Gonzalez-Sprinberg, en 1982 en
su articulo “Résolution de Nash des points doubles rationnels" [10] prob6 que
en puntos dobles racionales son resueltos mediante la modificaciéon de Nash
Normalizada. El 1983, H. Hironaka en “On Nash Blowing-up" [17] prob6 que
después de una iteracion finita de la modificacién de Nash Normalizada, to-
da singularidad de superficie es transformada en una singularidad Sandwich,
lo que significé una reduccion al problema. Luego, en 1985, M. Spivakovsky
en su articulo “Sandwiched surface singularities and the Nash resolution for
surfaces" (28], demostré que en dimensién 2, toda singularidad Sandwish se
resuelve a través de la modificacién de Nash Normalizada. Estos resultados
dan una esperanza que el Método de Nash (sin normalizacién) deberia fun-

cionar, al menos en el caso de superficies.

En el contexto de variedades téricas sobre un cuerpo de caracteristica ce-
ro, G. Gonzalez-Sprinberg, en 1977, “Eventails en dimension 2 et transformé
de Nash" [9] probé que la iteracion finita de la modificacién de Nash Norma-
lizada resuelve singularidades de superficies téricas normales. En el 2012, P.
Gonzélez Perez y B. Teissier en “Toric geometry and the Semple Nash modi-
fication" [12] paralelo con D. Grigoriev y P. Milman en “Nash resolution for
binomial varieties as Euclidean division. A priori termination bound, polyno-
mial complexity in essential dimension 2" [13] han demostrado que en el caso
de variedades toéricas no necesariamente normales, la iteracion de la modifi-

cacion de Nash puede traducirse en un algoritmo puramente combinatorio.
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Finalmente, Duarte, en 2013 en su tesis doctoral “Nash modification on toric
surfaces and higher Nash blowup on normal toric varieties” [5], da una solu-
cion parcial al problema, en donde las iteraciones de un algoritmo combina-
torio que sigue elecciones de una transformacion lineal L permite verificar,

en ciertos casos, que el Método de Nash funciona para superficies téricas.

En esta tesis nos centraremos en analizar el algoritmo n dimensional da-
do por Grigoriev y Milman en [13], en primer lugar definiremos una transfor-
macion lineal, denotada por £, que generaliza la transformacién previamente
definida por Duarte en [5]. Esta transformacién £ establece un orden lexico-
grafico inverso en los elementos de un conjunto de exponentes monomiales
esencial ¢. Bajo ciertos criterios £ permite seleccionar un subconjunto A de
¢ compuesto por n n—tuplas linealmente independientes, este subconjunto
A se considera como la entrada del algoritmo n dimensional. Ademas se in-
corporan ejemplos especificos que permiten ilustrar la accion del algoritmo
sobre variedades téricas de dimension 3. Esta presentacion visual mediante
ejemplos concretos contribuird significativamente a una mejor comprension

de como la iteracion finita del algoritmo resuelve las singularidades.

Particularmente, en el Capitulo 1, se revisan las definiciones y resultados
clasicos de la teoria de variedades téricas que son importantes para com-

prender los capitulos subsiguientes.

El Capitulo 2 se estructura en 2 secciones. En la primera seccion, se pre-
sentan las definiciones, ejemplos y resultados principales de la modificacién
de Nash aplicada a variedades toricas. En la segunda seccion, se presenta
el algoritmo multidimesional propuesto por Grigoriev y Milman en [13], y
se definen nuestros principales objetos de estudio, tales como: el £—valor,
Lr—valor, L—orden, orden candnico y £—algoritmo. En conjunto estas defi-
niciones permiten establecer criterios para escoger la entrada del algoritmo.
Ademads demostraremos que la salida del algoritmo corresponde a un nuevo

conjunto de exponentes monomiales esencial ¢.
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En el Capitulo 3, iniciamos recordando el resultado de Duarte en [5] pa-
ra dimension 2. La demostracion de este resultado conlleva la iteracion del
algoritmo de Nash, siguiendo elecciones de pares de vectores no colineales,
bajo una transformacion lineal de la forma L(x, y) = ax+ by. Posteriormente,
tras un ntmero finito de iteraciones, se obtiene un nuevo conjunto de expo-
nentes monomiales para una de las cartas afines de la modificacion de Nash.
A continuacién, nos enfocamos en el objetivo central de este capitulo, el cual
consiste en una generalizacion parcial de dicho resultado a variedades téricas

de dimensién 3.



Capitulo 1

Preliminares sobre variedades toricas

En este capitulo estudiaremos definiciones y resultados de la teoria de
variedades toricas que son necesarias para los proximos capitulos, comenza-

mos con la teoria cldsica como es presentada en [3], y en [8].

1. Variedades Toricas Afin

Sea C* = C\{0}, la variedad afin (C*)" es un grupo bajo la multiplicacién

componente a componente.

DEFINICION 1.1. Un Toro T es una variedad afin isomorfa a (C*)" para

algun n, donde T hereda una estructura de grupo del isomorfismo.

EJEMPLO 1. Sea V = V(x*~y) c C?, consideremos Vyy, = VN(C*)?, como Vy,
es el grdfico de la aplicacién C* — C dada por t — t, el morfismo C* — Viy
dado por t — (t,t%) es biyectivo, y este isomorfismo da a Vyy la estructura de
grupo de C* por (a, a®) (b, b?) = (ab, (ab)?).

DEFINICION 1.2. Un caracter de un toro T es un morfismo y: T — C* que

es un homomorfismo de grupos.

EJEMPLO 2. Sea m = (ay, a, ..., ay) € Z", el caracter y" : (C*)" — C* esta
definido por

(220}

X7t By ) = 1 2 L

En el capitulo 16 de [18], se demuestra que todos los caracteres de (C*)”
surgen de esta manera, asi los caracteres de (C*)” forman un grupo isomorfo

az".

DEFINICION 1.3. Un subgrupo uno-parametro de un toro T es un morfis-

mo A:C* — T que es un homomorfismo de grupos.

EJEMPLO 3. El subgrupo uno-pardmetro definido por u = (by, b»,...,by) €
Z" es A4 :C* — (CH", donde t — (tP1, 122, ... tPn).

13
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En el capitulo 16 de [18] también se demuestra que todo subgrupo uno-
pardmetro surge de esta manera, y por lo tanto el subgrupo uno-pardmetros

de (C*)" es también isomorfo a Z".

Es habitual decir que m € M da el caracter y"": T — C* yque ue N da el

subgrupo uno-pardmetro A*:C* — T.

Notemos que existe un par bilineal natural ( , ) : M x N — Z definido por

= Dado un caracter ¥ y un subgrupo uno-parametro 1%, la composi-
cién y™oA%:C* — C* es un caracter de C* dado por t— ¢! parale Z.
Luego (m,u) = 1.

s Si T=(C"" con m=(ay,a,..a,) € Zy u=(by,bs,..., by) € Z, enton-
ces

n
(m,uy="Y_ a;b;.
i=1

De acuerdo con el capitulo 1 de [3], los caracteres y subgrupos uno-parametro
de un toro T forman los grupos abelianos libre M y N de rango finito con el
par(, ): MxN — Z que identifica N con Homz(M,Z) ya M con Homz(N, Z).

Desde este punto de vista, el isomorfismo T = (C*)” induce los isomorfis-
moM=ZyNZ=Z.

DEFINICION 1.4. Un reticulado es un grupo abeliano libre de rango finito,

entonces un reticulado de rango n es isomorfo a 7".

De la definicién anterior, dado un toro arbitrario T, M, es llamado el re-
ticulado de caracteres de T y N es llamado el reticulado de subgrupo uno-

parametro de T. Ademads N es el dual de M.

DEFINICION 1.5. Una variedad térica afin es una variedad afin irreduci-
ble V que contiene un toro T como un subconjunto abierto de la topologia
de Zariski, tal que la accién de T sobre si mismo se puede extender a una ac-
cion algebraica de T a V. Por accion algebraica nos referimos a una accion

T xV — V dada por un morfismo.
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EJEMPLO 4.

1. La curva plana Vi := V(x*> — y) < C? del Ejemplo |1, es una variedad

torica afin que contiene al toro:
Vin(@C*?={(t,t2) |t £0} =C*,

como un subconjunto abierto. La accién del toro en si mismo se extien-
de a V mediante (a,b) € V; con (t, t*)(a, b) = (ta, t*b).

2. La curva plana V, = V(x3 - y?) c C?, es una variedad térica afin con

toro:
Vu\M0} = Vo (CH)2 = {(#2, %) | reC*y = CF,

donde el isomorfismo es t — ( 2, 13).

3. Lavariedad V3 =V (xy—zw) < C*, es una variedad térica con toro:
V3N (€ =t b2, 13, a5 )] £ €T} = (€7,
donde el isomorfismo es (t1, 1, t3) — (11, b2, 13, L1 B2 t3‘1).
Dado un toro T con reticulado de caracteres M y un conjunto
¢i={my,my,...mgcM,
cada m; nos da el caracter Y : T — C*. Consideremos la aplicacion

Os: T — c’
to— (M@, ™), x™ @) eC.

La clausura ®¢(T) en la topologia de Zariski, denotada por X;, es una
variedad torica afin, cuyo toro tiene como reticulado de caracteres al sub-
reticulado Z¢{ = M. En particular, la dimension de X¢ es igual al rango de Z¢,
veremos que cada variedad térica afin es isomorfa a X, para algin subcon-

junto finito ¢ de un reticulado.

Dada la variedad térica afin X¢, el conjunto ¢ induce la aplicacion J)E :
7" — M, que envia la base estdndar ey,...,e, a my,...,m,. Sea L el kernel de

¢¢. Entonces el ideal de la variedad térica afin X; es:

I(X) ={x"~xP|a, peZly A a—BeL), (1.1)
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donde x% := x;"' xp% -+ x;".

DEFINICION 1.6. Sea L < Z" un sub-reticulado.
1. El ideal I = (x*—xP | @, B€ ZL, A a— B € L) es llamado el ideal
reticulado.

2. Un ideal reticulado primo es llamado ideal térico.

EJEMPLO 5.
1. Como las variedades toricas son irreducibles, los ideales como en (1.1)
son ideales toricos.
2. (x> - y? cClx, yl.
3. (xz—yw) < Clx,y, 2z, wl.

Notemos que en cada ejemplo, tenemos un ideal principal generado por
binomios, la siguiente proposicién muestra que tales ideales son automati-

camente téricos.

PROPOSICION 1.1. Un ideal I < C[xy, ..., x;] es torico si y solo si es primo y

generado por binomios.

DEMOSTRACION. Ver Proposicién 1.1.11, en [3]. O
Mas tarde veremos que toda variedad térica afin surge de un ideal térico.

1.1. Semigrupo afin.

DEFINICION 1.7. Un semigrupo es un conjunto S con una operacion bina-
ria (+) asociativa y un elemento de identidad (0). Para que S sea un semigru-
po afin también requerimos que:

» El semigrupo estd finitamente generado, es decir, existe un conjunto fi-
nito { c S tal que Z>oé = S.

» El semigrupo se puede incrustar en el reticulado M.
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EJEMPLO 6.

1. El ejemplo mds simple de un semigrupo afin es (Z¢)" < 7".
2. Dado un reticulado M y un conjunto finito ¢ < M, se obtiene el semi-
grupo afin Z-oé < M. Moédulo isomorfismo, todos los semigrupos afines

son de esta forma.

DEFINICION 1.8. Dado un semigrupo afin S ¢ M, definimos la C—algebra
de semigrupo, denotada por C[S], como el espacio vectorial sobre C con S co-
mo base y multiplicacién inducida por la estructura de semigrupo de S. Mds
precisamente, si M es el reticulado de caracteres de un toro T y m € M da el

caracter Xm, entonces

C[S]):= { Z cmx™ | cm € C A ¢y =0 para todos excepto un niimero finito m},

meS
con multiplicacion inducida por y - )(m/ = X’"*’"/.
EJEMPLO 7. El semigrupo afin 72, < Z" da el anillo de polinomios
Cl(ZL,] =Clxy,..., Xnl,
donde x; = x° y ey, ..., ey es la base estdndar de 7".

PROPOSICION 1.2. Sea S < M un semigrupo afin. Entonces

(@) CI[S] es un dominio de integridad y finitamente generado como una
C—dlgebra.

(b) Spec(CIS]) es una variedad torica cuyo toro tiene reticulado de ca-
racteres 7S, y si S = Z>o¢ para un conjunto finito { < M, entonces
Spec(C[S]) = X¢.

DEMOSTRACION. Ver Proposiciéon 1.1.14, en [3]. OJ

EJEMPLO 8. Consideremos el semigrupo afin S c Z generado por 2 y 3, asi
$=10,2,3,..}. Si ¢ = {2,3}, entonces ®:(1) = (1*, 1) y el ideal torico es I(X¢) =
(x® - y?), entonces

CIS] = C[#?, ] = Clx, y1/(x* - y*),

y la variedad tdrica afin X; es la curva x* = y*.



18 1. PRELIMINARES SOBRE VARIEDADES TORICAS

Para finalizar, enunciamos el resultado principal de este capitulo, el cual
afirma que los diversos enfoques a las variedades téricas afines conducen a

la misma clase de objetos.

PROPOSICION 1.3. Sea V una variedad afin, los siguientes enunciados son

equivalentes:
1. V es una variedad térica afin como se acordé en la Definicién|[1.5,
2. V = X¢ para algun conjunto finito en el reticulado.
3. V es una variedad afin definida por un ideal térico.
4. V = Spec(CI[S]) para un semigrupo afin S.

DEMOSTRACION. Ver Teorema 1.1.17 en [3]. O

Es importante sefalar que la definicién de variedad térica afin no depen-
de de la eleccion del conjunto ¢ en el siguiente sentido. Consideremos el se-
migrupo Z>(¢, como es finitamente generado, este semigrupo determina la

C—algebra finitamente generada
ClZsoél:=Clx"™, x™, ... x™1,
con la multiplicacién inducida por y™ -y = y™*"™ entonces
Xe=Spec Cl[Zx<].

En particular, si ¢ y ¢’ son dos subconjuntos de M que satisfacen Zo¢ =

Zs0¢', se tiene que Xy = X



Capitulo 2

La Modificacion de Nash

1. La Modificacién de Nash como un algoritmo combinatorial

Comenzamos el capitulo dando algunas definiciones y ejemplos béasicos
acerca de la modificaciéon de Nash, definiremos nuestro principal objeto de

estudio y se ilustrardn algunos resultados importantes.

1.1. Definiciones basicas y ejemplos.

DEFINICION 2.1. Una resolucion de singularidades de una variedad singu-
lar X es:
(1) Un morfismo propio birracional ¢ : Y — X,
(2) Y es una variedad no singular,
(3) Y\¢ 1 (Sing(X)) = X\Sing(X), donde Sing(X) denota el lugar singu-
lar de X.

Consideremos una variedad algebraica irreducible X de dimensién m en
C" y la aplicacién de Gauss, que asocia a cada punto no singular el espacio

tangente a la variedad en dicho punto:
G: X\Sing(X) — G(m,r)
X — T, X,
donde G(m, r) es el Grassmaniano de los espacios vectoriales m-dimensionales

en C", y T, X el espacio tangente a X en x.

Denotemos por N'' X a la clausura del grafico de G en la topologia de Za-

riski, es decir:

N'X:=gr(G=1{p, T,X) | pe X\Sing(X)},

19
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y llamemos v a la aplicacién N1 X — X

Nx = XxG(m,r)

.

X

DEFINICION 2.2. Llamamos la modificacién de Nash de X al par (NIX, v).

OBSERVACION 1. Si consideramos una secuencia de puntos suaves {x;} € X
que convergen a un punto no singular y sus respectivos espacios tangentes
Ty, X, la variedad algebraica N' X separa los puntos singulares de X, en fun-

cion de todos los limites de espacios tangentes posibles.

» Six € X es un punto no singular, entonces la fibra v (x) es unicamen-
te el punto y su tangente es decir, {(x, Ty X)}.

= Si x es un punto singular, la fibra v 1(x) consiste en todos los limites de
espacios tangentes de X a lo largo de la secuencia de puntos no singu-
lares que tienden a x, es decir {(x, T) | T es el limite de espacios tangentes }.
El hecho de estar considerando la clausura, permite considerar todos

los limites posibles.

Nobile en [19] prueba que la Modificacién de Nash es independiente de

la incrustacién de X en el espacio afin A".

Por otro lado, la aplicacién v: N X — X es un morfismo propio birracio-
nal que induce una biyeccién entre N X\v~!(Sing(X)) y X\Sing(X). Enton-
ces, dada una variedad singular X, aplicando la modificacién de Nash obte-
nemos:

2 NX,

donde vy satisface las condiciones (1) y (3) de una resolucién de singularida-

X

des segtn la Definicion Para completar la resoluciéon de las singularida-
des de X, s6lo nos bastaria conocer si A1 X tiene o no singularidades. Si N 1x
es no singular el proceso termina, y si N'! X presenta singularidades, volve-

mos a aplicar la modificacién de Nash.
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De esta manera el proceso de aplicar la modificacién de Nash a cada va-

riedad algebraica no singular que se genera, obtenemos el siguiente secuen-

cia:

X

Vi

2 NX—2A NP2 . L NiX

donde V¥ X := NI W1 X).

Es natural preguntarnos si mediante la iteracion finita de la modificacién

de Nash, obtenemos una resolucién de singularidades. Algunos resultados

parciales a esta pregunta, son los siguientes:

= Nobile en [19] y Teissier en [29], demuestran que sobre un cuerpo k

de caracteristica cero, N'' X es isomorfo a X si y s6lo si X es no sin-
gular, consecuencia de este resultado es que para el caso de curvas, el
Método de Nash resuelve las singularidades con una iteracién finita.
Rebassoo en [25], demuestra que la iteracion de la modificacion de
Nash resuelve las singularidades de la familia {z” — x”y" = 0} para p,
g y r en N. No obstante, en el caso de variedades de dimensién ma-
yor o igual a dos es un problema abierto, incluso para las superficies
toricas.

Debido a que el Método de Nash no conserva la normalidad de una
variedad, nace una variacion del Método Nash es la Modificacion de
Nash Normalizada, que consiste en una iteracion de la Modificacion
de Nash seguido por Normalizacién, aqui se ha avanzando bastante,
ya que H. Hironaka prob6 que después de una iteracion finita de la
Modificacién de Nash Normalizada, toda singularidad de superficie
es transformada en una singularidad Sandwich, y finalmente M. Spi-
vakovsky demostré que en dimension 2, toda singularidad Sandwish

es resuelta a través de la Modificacion de Nash Normalizada.
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Ahora veamos un ejemplo de la modificaciéon de Nash.

EJEMPLO 9. [Modificacion de Nash]
Consideremos la variedad C = {y™ — x" = 0} con m < n, cuyo tinico punto sin-

gular es el origen y un punto arbitrario no singular p := (xo, yo) sobre C.

El espacio tangente en el punto p estd dado por:
T,C={x, |- nxg_1x+ my(’)"_ly =0},

como el punto p = (xo, yo) es no singular, entonces T,C es una recta que pasa
por el origen, y por lo tanto la podemos analizar como un punto en el plano
proyectivo:

T,C=[my]" " : nx{™']
para mejorar este representante, primero multiplicamos por yy, luego reempla-

zamos y"™ por x" (ya que y™ — x" = 0) y finalmente multiplicamos por %
0

T,C = [(myy": nx(’f_lyo],
= [mxy : nxy " yol,
= [mxo : nyol,

luego, por definicion tenemos que:

NiCc= {[(x,y), [mx:nyl)e CxP!|(x,y) € C\Sing(C)},

- {((x, Y, Imx:nyl) € CxPL|(x,y) # (0,0)}.

Recordemos que un espacio proyectivo de dimensién n puede cubrirse por
n+1 cartas afin,
P*"=UyuU,ul,U...UuU,,
donde U; :={[xp:x1: X2 : ... . Xn] €P" | x; #0}. Como N''C < C x P!, analizando

sus cartas afin, se puede estudiar si N''C es o no singular.
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Si Vi := C x U; entonces:

{1 (2] " ~o}u fxm =,

Como N''Cn 'V, es irreducibles, necesariamente:

Neave={ew | (Zu)” - x" ™ =0},
n
mediante el cambio de variable adecuado, se puede escribir como:
NCAVy={(x,0) | " —x""™ =0}.

En esta carta afin de N'C obtuvimos otra curva que es un poco menos
singular, ya que los exponentes acaban de bajar, una iteracion nos produjo el
mismo tipo de curva pero con cierta mejora, entonces aplicando mds iteracio-
nes, finalmente obtendremos otra curva con uno de los exponentes igual a 1,

la cual es no singular.

En la préxima definicién introduciremos el objeto principal de estudio.

Dado un conjunto ¢ := {yy,...,y,} € Z", consideraremos el grupo

ZfZI{ZAkYHAkEZ}

k=1

y el semigrupo
-
VAST R { Z AkYrl Ak € Zzo}
k=1

generado por ¢.
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DEFINICION 2.3. Sea ¢ :={y1,...,Yr} € Z" tal que 2 =7".

Consideremos la siguiente aplicacién monomial:

Dy : (k*)" — k"
X=(X1, 00X, — (XM, x77),
donde xV* := x/*" - X} yyr = (ye1, Yin), parak=1,---,r.
i. Definimos la variedad térica afin X := ®¢((k*)"), correspondiente a la
clausura de la imagen de ®; en la topologia de Zariski.

ii. Llamamos a ¢ un conjunto de exponentes monomiales de X.

iii. Sea Conv(¢&) la cdpsula convexa de ¢ en R". Si 0¢ Conv(£), decimos
que X es una variedad torica afin esencial y & un conjunto de expo-
nentes monomiales esencial.

iv. El conjunto reducido de &, Red(¢), es el conjunto de vectores de & que
no se pueden escribir como la suma de elementos del semigrupo Z> (&),

es decir:

Red (&) :={y €| no existe51,62 € Z>o€ tal que y = 51+ 52} .

PROPOSICION 2.1. Una variedad torica afin X es esencial (On ¢ Conv(é))

siysélosiOe X.

DEMOSTRACION. Consultar en [I3] Afirmacién 3.2. O

EJEMPLO 10. [Paragua de Whitney]
Consideremos el conjunto de exponentes monomiales ¢ = {(1,0),(1,1), (0,2)}

este conjunto induce la siguiente aplicacion monomial:

O (kM) — &
wv) — (" @Y, (@, 0)*?)
= w0, ul ot u00?)

= (u, uv, v?)

la superficie térica asociada es X = {(x,y,2) € k> | x*z— y* = 0}.
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FIGURA 1. Superficie térica asociada a ¢.

Los puntos singulares de X estdn determinados por las ecuaciones:
A(x%z— yz) 3 0(x%z - yz) 3 0(x%z - yz)

2 2
= — :0,
0x oy 0z ey

entonces

2xz:—2y:x2:xzz—y2:0,

luego el lugar singular de X es Sing(X) = {(0,0, z)}.
Sea p € X\Sing(X), digamos p := (xo, Yo, Z9) entonces

TpX = {(x)y) Z) |2xOZOx_2y0y+ ng = 0},

viendo el espacio tangente como un punto en G(2,3) nos queda:

TpX = [x5 : =20 : 2x020]
y como p = (xo, Yo, z20) debe tener la forma (u, uv, v?) para cumplir con la pa-

rametrizacion de X nos queda:
TpX = [u* : —2uv : 2uv?|
=[u:-2v:20%.
Por definicion:
N'X =gr(G),
={(p, T, X) | pe X\Sing(X)},

= {((u uv, v2), [u: —2v: 2v2]) € X xP2| (u,uv,v?) € X\Sing(X)},

= {((u, uv,v),u: —2v:2v2]) eXxP?| (u,v) e (k*)z}.
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Dado que los conjuntos (k*)? y X\Sing(X) son densos en X, podemos es-
cribir (k*)? en lugar de X\Sing(X) en la definicion de N1 X.

Luego, como N''X c X x P?, consideraremos las cartas afines Uy, Uy y U,
de P? y estudiaremos si N' X tiene singularidades analizando las cartas afines
Vii=XxU; parai=0,1,2.

11

NX NV, {(u,uv, vz,ﬁ,g)EkSI(u, V)€(k*)2},

1%
u u

11

{(u, uv, UZ,—Zu‘lv,Zu—lvz) ek®|(u,v) e (k*)z}.
Usando el isomorfismo

¢: K° — k>

w t
(xyyyz! w, t) _ (x)yyz)__z)z))

obtenemos que:

NXny, = {(u, uv, v, u 1y, u‘lvz) ek®|(u,v)e (k*)z}.

De forma andloga, obtenemos las restantes cartas afines de N X :

N'Xnwy = {(u, uv, v¢, uv-t, v) ekd|(u,v)e (k*)z}.

N XNV, = {(u, uv, v2, uv=2, v—l) ek (u,v) e (k*)z}.

Por otro lado, recordemos que el conjunto de exponentes monomiales es

62 {’}/1 = (1)0))Y2 = (1) ]-))’)/3 = (0)2)}
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Definamos los conjuntos:

$12:={ruL Y2 Y3 Y3 —Y2Y3—Y1h
= {(1)0)) (1) 1)) (012)) (_1) 1)! (_1)2)}-

$13:={yLY2Y3Y2—Y3Y2—71h
= {(1)0)) (1) 1)) (0)2)) (1)_1)) (0) 1)}-

$23 =Y, Y2, Y3, Y1~ Y3 Y1~ Y2}
= {(1)0)) (1) 1)) (0)2)) (ly _2)) (0)_1)}-

Notemos que el conjunto de exponentes monomiales ¢, induce la aplica-
cion:
D, : (K92 — k°
wv) — (v wn®, ()0, @ )Y, (W, )2
2

= (u,uv, v®, u " tv,u ).

tal que
NTX Vo = @, ((69)2):
De modo similar se obtiene que:
NXNVZ g, (k2] y N X0 Va =0, ((6712).
Estas congruencias ilustran que las cartas afin de la Modificacion de Nash

de X son superficies toricas afines.

Por otro lado, aunque X es esencial, en una de las cartas afin de N' X no
lo es, ya que (0,0) € Conv(¢23). Sin embargo, en [11], seccion 4, ejemplo 5, estd

probado que:
N XnV,eN XN,

y como (0,0) ¢ Conv(éyz) ¥ (0,0) ¢ Conv(éyz), concluimos que N''X estd cu-

bierta por superficies toricas afines esencial.
El ejemplo del paragua de Whitney ilustra el siguiente hecho general.

PROPOSICION 2.2. Sea X una variedad térica afin esencial, entonces N' X

estd cubierta por variedades toricas afines esenciales.
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DEMOSTRACION. Ver [13] construccion 4.5 y afirmacion 4.6.
U

La Proposicién permite hacer iteraciones de este proceso, ya que al
comenzar con una variedad térica esencial X, la modificacion de Nash gene-
ra una variedad térica esencial. La pregunta que surge ahora es : ;cudndo nos
detenemos?, la respuesta nos la da el siguiente resultado obtenido en [13] cri-
terio 3.16.

PROPOSICION 2.3. Una variedad térica esencial X de dimension n dada
por algin conjunto de exponentes monomiales ¢ es no singular si y sélo si el
conjunto & tiene asociado un conjunto minimal de exponenetes monomiales

Red (&) con n elementos.

En resumen, si comenzamos con una variedad térica esencial X de di-
mensién n, las proposiciones 2.2y 2.3 muestran que la iteracién de la modi-
ficacion de Nash estd descrita mediante un algoritmo que se detiene cuando
un conjunto de exponentes monomiales esencial resultante &', satisface que
Red(¢') tiene cardinalidad n.
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2. L-Algoritmo de Nash n dimensional

A continuacion, procederemos a proporcionar una descripcion del algo-

ritmo multidimensional presentado en la seccioén 4 del articulo [13].

2.1. Algoritmo n dimensional. Para n = 1, consideremos el conjunto
minimal de exponentes monomiales ¢ < Z" asociado a alguna variedad t6-
rica (ver Definici6n[2.3), tal que Z¢ =Z" y 0, ¢ Conv(¢). Denotemos por S(¢)
al conjunto de todas las n—tuplas de vectores linealmente independientes en
E={yLye, Y€ Z conr > n.

» Laentrada es el conjunto ¢ y una coleccion fija Ay = {y;,, v, -+, v} €

S(&).

Para cada i €{1,2,---, n} generamos el conjunto:

A& yr) ={y—vs lyeé\Astal que det(y;, Y5 Y7oty Yo Yisnr > Y 1) # 0}

Luego construimos el conjunto:

¢'=Red|éu (LnJA(‘f’Y/i))

i=1
(ver apartado iv. de la Definici6én [2.3).
* Si0,eConv (él), descartamos A; y fijamos otro Ay € S($).

*Si0, ¢ Conv(cfl) entonces este conjunto es un conjunto de ex-
ponentes monomiales para una carta afin de la Modificacion de
Nash de X.
» La salida corresponde al conjunto de exponentes monomiales esen-
cial &1

Notemos que siempre existe al menos una coleccién A € S(¢) tal que ¢!
es esencial, pues la Proposicién 2.2} indica que la Modificacién de Nash de X

estd cubierta por cartas afines esenciales.
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En la Proposicion 2.5]se establecera un método candnico para seleccionar
una coleccién A € S({) y se verifica que al aplicar el algoritmo [2.1] conforme

a esta eleccion, se generard un conjunto de exponentes monomiales esencial.

Al emplear el conjunto de salida como un nuevo conjunto de entrada, se
establece un proceso algoritmico. Denotaremos por &¥ al conjunto de expo-

nentes monomiales esencial obtenido en la k—ésima salida del algoritmo.

La finalizacién del algoritmo ocurre cuando el conjunto de exponentes
monomiales esencial ¢ k = 7" alcanza una cardinalidad de n vectores, ya que,

segun la Proposicion la variedad térica asociada a ¢* resulta no singular.

Consideremos las siguientes funciones lineales:
Ek(xlr xZ) T )xl’l) = al,kxl + az,kxz +eeet an,kxn) a],k € R Y k € {]->2) T n})

tales que L ((0)n) = 0y el determinante de la siguiente matriz es diferente de

cero
a,, di2 - din
a1 dz2 -+ A2p
L=
ap1 AQp2 "+ Qpn

El £-orden sobre Z" es el orden lexicografico inverso dado por la n-tupla
L:=(Ly,... Lp).

Sean vy1,y2 € Z" diremos que: y; <, y2 cuando existe x € {1,2,---,n} tal
que Ly (y1) < Lx(y2) v L1(y1) = L;(y2) para todo [ > «, el caso k = n, corres-
ponde simplemente a £, (y1) < L, (y2).

OBSERVACION 2. El L-orden es un orden total para Z". Por abuso de nota-
cion, en lugar de emplear la expresion y, < y2, usaremos la notacién L(y;) <
L(y2).

DEFINICION 2.4. Sea ¢ un conjunto de exponentes monomiales, diremos
que un L-orden es admisible para § (o simplemente L-orden para <), si para
todo y € ¢ se tiene que existex € {1,2,---,n} tal que L (y) >0y L;(y) =0 para
todo | > x.



2. L-ALGORITMO DE NASH n DIMENSIONAL 31

Note que la definicién 2.4 no establece ninguna condicién para £;(y) con
Jj <k, esdecir L;j(y) eR.

PROPOSICION 2.4. Todo conjunto de exponentes monomiales esencial ad-

mite un L-orden admisible .

DEMOSTRACION. Recordemos que un conjunto de exponentes monomia-

les es esencial, cuando existe un hiperplano H(xy,x»,---,x,) tal que ¢ esta

contenido en H* (x1, X2, -+, Xy). Luego si definimos
L= (ﬁl(xl)er"' !xn)r"' )En(xl’xZ!"' »xn) = H(XI,.X'Z,"' ;xn))
donde £y, £ ,---, L, nos linealmente independientes, se tiene que L—orden

inducido por £ es admisible, pues para todo y € ¢ se tiene que £,(y) >0. [J

DEFINICION 2.5. Paray € cZ", definimos el Li—valor de'y como la ima-
\

gen de 'y bajo Ly € (R")

DEFINICION 2.6. Dado un conjunto de exponentes monomiales esencial &,
diremos que un L-orden admisible es candnico si la matriz L es una matriz

con coeficientes enteros y determinante £1.

OBSERVACION 3. Dado un conjunto de exponentes monomiales esencial ¢,

y un L-orden admisible canonico para . Entonces la aplicacién lineal:
T =(£12),L2(%),--, Lr(x), 2.1

con x= (x1,Xx2,++,Xp) € Z", es un automorfismo de Z—modulo que respeta el
orden inducido por L. Luego, para cada elemento T (y) € T (§), podemos consi-

derar el L'—orden inducido por:
EI(T(Y)) = (xl» X2, rxn)y

es decir, el L' -valor del elemento T (y) € T({) corresponde a la k—ésima coor-

denada de T (y). Ademds, se cumple que:
T () 2" ! x Zsy.

EJEMPLO 11. Consideremos el conjunto de exponentes monomiales esen-
cial § ={61=(1,-1,0), 62 =(0,1,-1), §3=(1,0,0), 65 = (2,0,1)} = Z* y las fun-

ciones lineales:

L=L1xy,2=xL20x%y,2)=x+y,L3(x,,2) =x+y+2)
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notemos que:

n L(61) < L(62), pues L3(61) = L3(62) y L2(61) < L2(62).
L(61) < L(63), pues L3(51) < L3(53).
L(61) < L(64), pues L3(51) < L3(54).
L(52) < L(63), pues L3(52) < L3(53).
L(62) < L(64), pues L3(02) < L3(04).
» L(03) < L(64), pues L3(63) < L3(54).

luego el L—orden sobre ¢ inducido por L es:
5(51) < E((Sg) < E(ég) < £(54).

1 11
Por otro lado, la matriz L=|0 1 1| tiene coeficiente enteros y determi-

0 01
nante 1, entonces el L—orden inducido por L es candnico. Aplicando el auto-

morfismo de Z—médulo:
T(x,5,2)=(x,x+y,x+y+2),
al conjunto &, obtenemos:
T©) ={T(61) =(1,0,0),T(52) =(0,1,0),7(3) = (1,1,1), T(84) = (2,2,3)},

observemos que el L—orden candnico definido por

L= (L1(x,y,2) =x,Ly(x,y,2) =y, L4(x,y,2) = 2),
respeta el orden inducido por L, en efecto

L(TO6D) <L (TO6) <L (T®3) <L (T©B).

DEFINICION 2.7. Dado un conjunto de exponentes monomiales esencial ¢,
diremos que A € S(&) es la L—eleccion, si A estd compuesta por las primeras n
n—tuplas linealmente independientes que aparecen en el orden inducido por

el L—valor de cada y € ¢.

DEFINICION 2.8. El L-algoritmo de Nash es el algoritmo obtenido al apli-
car sucesivamente el algoritmo n-dimensional usando en cada paso, como
conjunto de entrada, la respectiva L—eleccion. Diremos que el L-algoritmo de

Nash finaliza o resuelve el problema, si existe un nuimero finito de iteraciones
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tal que el algoritmo entrega un conjunto de exponentes monomiales de cardi-

nalidad igual a n.

Dado un conjunto de exponentes monomiales esencial ¢, con un £L—orden
admisible inducido por £, entonces al iterar el algoritmo n—dimensional
utilizando la £-eleccién A como entrada, se genera un nuevo conjunto de ex-
ponentes monomiales ¢! dotado de un £—orden admisible también inducido

por L. El siguiente resultado muestra que ¢! es también esencial.

PROPOSICION 2.5. Sea & = {y1,Y2,Y3,**,Yr} € Z" con r > n un conjunto
de exponentes monomiales esencial de alguna variedad torica de dimension n.
Entonces el conjunto &' generado por la iteracion de algoritmo n—dimensional

usando como conjunto de entrada la L-eleccion, es también es esencial.

DEMOSTRACION. Es necesario probar que la clausura convexa del conjun-
to de exponentes monomiales ¢!, obtenido en una iteracién del £—algoritmo

de Nash siguiendo la elecciéon A € S(£), no incluye el origen 0,,.

Supongamos que esto es falso. Es decir, 0, € Conv(&h).

Sean 81, 02, -+, 0, € &t y f1, -+, Iy > 0 nimeros reales tales que . r; =1y
Yy Ifj5j =0,.
Por construccion, para cada j € {1,2,...,r} sabemos que existe x; € {1,2,---, n}

tal que Ly (6;) >0y £;(6;) =0 para todo [ > ;.

Como Y tj6; = 05, tenemos Y t;L£,(6;) = 0. Luego L£,(6;) = 0 para todo
jell,2,..,rh

Sea i tal que £;(6;) =0 para todo i > iy y j € {1,...,r}. Luego L;,(6;) =0
para todo j €{1,...,r}. De la misma forma que antes tenemos que }_ £; £;,(6 ;) =
0. Luego L;,(6;) = 0 para todo j € {1,2,...,,r}. Entonces por hipétesis de recu-

rrencia obtenemos que:
L =0

para todo i €11,2,...,n}y je{l,2,..,r}. Lo que es una contradiccion. O
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EJEMPLO 12. Consideremos el conjunto de exponentes monomiales esen-
cial ¢ = {yl =(1,0,0), y2=1(0,1,0), y3=(1,1,1), ya = (2,2,3)} c 73 con L—orden
canonico definido por L = (L1(x,y,2) = x,L2(x,¥,2) = y,L3(X,),2) = z). Desde
el ejemplo|11] tenemos el orden estricto:

L(y1) < L(y2) < L(y3) < L(y4),

ademds como y1, Y2 ¥ v3 son linealmente independientes, la L—eleccion es la

terna A =1{y1,v2,Y3}.

En la primera iteracion del L—algoritmo de Nash, la L—eleccion genera los
conjuntos:
w Ay ={ya—v1} =1(1,2,3)},
w A, y2) ={ya—72} =12,1,3)},
» A, y3) ={ya—y3t =1{(1,1,2)}.
La salida del L—algoritmo es el conjunto de exponentes monomiales esen-
cial:

fl

Red (EUAE, Y1) UAE, Y2) UAE,Y3)),
Red ({(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1),(2,2,3),(1,2,3),(2,1,3),(1,1,2)}),
{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1),(1,2,3),(2,1,3),(1,1,2)}.

De forma andloga, el L—valor candnico de los elementos en &' induce el

orden:

L0y1) < L(y2) < L(y3) < L(ya—73) <L(ys—7Y2) <L(ys—71),

entonces para la segunda iteracion del L—algoritmo de Nash, la L—eleccion del

algoritmo es la terna A = {y1,Y2,Ys}. En esta iteracion se generan los conjuntos

= AGL YD ={ra=2y17a— Y2 - Y1, Ya- Y2 - Y31 =100,2,3),(1,1,3),(0,1,2)},
n AL Y2) ={ya—Y1—Y2,Ya—2Y2,Ya— Y3 — Y2} =1(1,1,3),(2,0,3),(1,0,2)},
= A y3) = {ya=Y1-Y3,Ya=Y2 =73, Ya—2y3} = {(0,1,2).(1,0,2),(0,0,1)}.
Por lo tanto, la salida del L—algoritmo es el conjunto de exponentes mono-

miales esencial:

£ = Red(§UAE,Y)UAE Y2 VA 73,

Red ({(1,0, 0),(,1,0),(1,1,1,(0,2,3),(1,1,3),(0,1,2),(2,0,3),(1,0,2), (0,0, 1)}) ,
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Como la cardinalidad de & es 3, tenemos que el algoritmo se detiene.
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2.2. L-Algoritmo de Nash en dimensién 2. En el afio 2013, Duarte, en
su trabajo [5], empleo el algoritmo combinatorio y demostr6 que, en ciertos
escenarios, el Método de Nash resulta efectivo para variedades algebraicas
irreducibles de dimension 2.

2.2.1. El L-algoritmo de Nash. La siguiente descripcion detalla el paso a

paso de la modificacién de Nash aplicada a superficies toricas esenciales.

(P1) Sea ¢ = {y1,...,Yr} C 7% con r > 2 un conjunto de exponentes mono-
miales de alguna superficie térica X talque (0,0) ¢ Conv(¢) es decir,
X es una variedad torica afin esencial.

(P2) Sea S := {{i,j} c{L,2,..,r}| detly; y)) :=yiryje — Yie¥j1 # 0}. Fijemos
algun {iy, jo} € S y consideremos los conjuntos:

Ajgjo (€)= {Yk —Yi, | k€{1,2,...,r\{ig, jo}, det(ykyj,) # 0}.

Ajo,io (6) = {Yk _on | k € {1)2?"') r}\{iO)jO}) det(’kaIO) ?ﬁ 0}

(P3) Sea iy, j, = Aiy,jo(§) U Ajy,in(§) UiYig,Yjod- Si (0,0) € Conv(Syy,j,), en-
tonces este conjunto es un conjunto de exponentes monomiales pa-
ra una carta afin de la modificaciéon de Nash de X. (Recordemos que
N'X esta cubierta por estas cartas afin esenciales).

(P4) Si el conjunto minimal de exponentes monomiales asociado a &;,j,
tiene dos elementos, esta carta afin es no singular, entonces nos de-
tenemos, ya que se trata de una variedad suave. En el caso que tenga
mas de dos elementos, reemplazamos ¢ por el conjunto minimal aso-

ciado a ¢, j, y repetimos el proceso.

El elemento de S que fijamos en el segundo paso, lo obtenemos de la si-

guiente manera:

(P2.1) Fijemos cualquier transformacion lineal L : R* — R con L(x,Xz) =
ax1+bxy; a,be Zy (a,b) =1 (también permitimos los casos a=1,b =
0ya=0,b=1) tal que L(¢) =0. Llamamos a L(y) el L—valor de y.

(P2.2) Sean y;,y; € ¢ dos elementos tales que:

= {i,jl€S,

= L(y;) < L(yy) para todo yi €¢,

» L(y;) < L(yy) para todo y € ¢ con det(y;yr) #0y
= (0,0) ¢ Conv(S;j)
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Decimos que L elige y; y y;.

OBSERVACION 4. Notemos que el algoritmol|2.2.1| propuesto por Duarte con-
sidera un conjunto de exponentes monomales esencial o € Z x Z y fija una
transformacion lineal de la forma L(x,y) = ax+ by con mcd(a,b) =1 de mo-
do que L(¢y) = 0. Gracias al Teorema de Bézout, existen enteros a y  tales
que aa+ Bb = 1. Aplicando el isomorfismo lineal T(x,y) = (Bx—ay,ax+ by)
al conjunto ¢, obtenemos un nuevo conjunto de exponentes monomiales ¢ :=
T($o) € ZxZsp. Si el L-algoritmo de Nash fija la transformacion lineal L(x, y) =
¥, entonces naturalmente se cumple que L() = 0, ademds se escoge la dupla

(vi,yj) €S() tal que:

» L(y;) < L(yy) para todo yy €,
» L(y;) < L(yx) para todo yy € ¢ con det(y;yr) #0 y
» (0,0) ¢ Conv(ij).

En situaciones en las cuales las elecciones bajo una transformacion lineal
presentan empates, es decir, L(y;) = L(y ), se pueden identificar los siguientes

escenarios:

i. Si existen al menos 3 elementos y1,Y2,Ys3 tal que 0 < L(yy) = L(y»2) =
L(ys) < L(y;) para todo y; € {\{y1,Y2,Y3}, considerando el conjunto
{p1,p2,...,ps} de todos los elementos de ¢ cuyo L—valor es L(y1), con
cx(p1) < cx(p2) <...< cx(ps), donde cx(p;) denota la primera coordena-
da de v;. Finalmente, para no contradecir que (0,0) ¢ Conv(¢l), L sélo
puede escoger a las parejas {p1, p2} 0 bien {ps_1,ps}.

ii. Si existey, € ¢ tal que 0 < L(y1) < L(y) para todo y' € E\{y,}. Ademds
hay al menos dos elementos y,ys con det(y; y2) # 0 y det(yy y3) #
0 tales que 0 < L(y1) < L(y2) = L(y3) < L(y) para todo y € ¢ tal que
det(y; y) # 0. Si k := L(y2) = L(y3),y denotemos por {p1,p2,--,ps} to-
dos los elementos de & cuyo L—valores k, y cx(p1) < cx(p2) < ... < cx(ps).
Entonces para conservar lo esencial del conjunto generado L puede es-

coger a las parejas {y1,p1} o bien {y1,ps}.

Observemos que el orden establecido por el L-valor canonico, definido en

permite seleccionar, en el primer caso presentado, la pareja (p1, p2) € S(S),
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ya que L(p1) < L(p2) < --- < L(ps). Mientras tanto, en el segundo caso descri-
to, se escoge la pareja (y1,p1), dado que L(y1) < L(p1) < L(p2) <--- < L(ps). Es
importante destacar que si se define el L-valor en otro orden lexicogrdfico, se

seleccionardn las otras elecciones de L.

Por lo tanto, la iteracion del algoritmo de Nash, siguiendo las elecciones
de la transformacion lineal L, se corresponde con las mismas elecciones que
se harian al seguir el orden lexicogrdfico inverso establecido por L en el caso

n = 2. En otras palabras, L puede considerarse como un caso particular de L.

EJEMPLO 13. [Aplicacién del £—-algoritmo a una variedad tdérica afin]

Consideremos el conjunto de exponentes monomiales
E={y1=01,0),72=(2,1),y3=(0,2),y4=(0,3)} z°.

31;74

3

21r

1

-1 0

FIGURA 2. Elementos de ¢.
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Este conjunto induce la aplicacion monomial
Og: (K*)? — k4

(u,v) — (u, u? v, vz, ).

cuya superficie torica asociada es:
X= {(x,y,z,w)€k4 |y*-x*z=0, ) -x®w=0,2"- wzzo}

a partir de la figura[2, resulta evidente que (0,0) ¢ Conv(¢), por lo tanto, X
es una variedad torica esencial. Por otro lado, el L—orden en ¢, inducido por
L=(L1(x,y) = x,La(x,y) = y) es:

L(y1) < L(y2) < L(y3) < L(y4),

Yy como y1 y y2 son linealmente independientes, la L—eleccion es A = {y1,Y2}.

Iterando el L—algoritmo una vez, generamos el conjunto:
&' = Red(lyny2Y3=YLYa=Y1,Y3 = Y2 Ya—Y2}),
= Red({(-1,2),(-1,3),(-2,1,(-2,2),(1,0), 2, D},
{(1y0)’ (_2) 1)} .

Finalmente, dado que &' consta de 2 elementos, el algoritmo se detiene.
Ademds, es importante destacar que &' es un conjunto de exponentes mono-

miales para una carta afin no singular de la modificacion de Nash de X.

EJEMPLO 14. [Relacion entre la Modificacién de Nash y el £—Algoritmo]

Consideremos el siguiente conjunto de exponentes monomiales:

§={r1=1,0,72=1,1D,y3=(q-1,9) 1 g>1},
este conjunto induce la aplicacion monomial
D (k) — I
(w,v) — (W ul v uv).

cuya superficie térica asociada es X = {(x, y,z) € k° | z9— xy = 0}. Notemos que
Sing(X) =1{(0,0,0)}, sea p := (xo, yo, 20) € X\Sing(X), entonces

TpyX = {6, ,2) | = yox—x0y + ng_lz:()}

viendo el espacio tangente como un punto en G(2,3) nos queda:



2. L-ALGORITMO DE NASH n DIMENSIONAL 39

-1
TpX: [ng . —Xp - —y()]
y como p = (xy, Yo, 20) debe cumplir con la parametrizacion de X, p tiene la

forma (u, u9'v9, uv), luego:
TpX = [qu”"lvq_1 DU —uq_lvq], (2.2)
= [qu™?vT -1 —uT ).

Por definicion:

NX = {((u, ud=tvd, uv),[qui—2vi-1:-1: —u‘f‘zvq]) e X xP?| (u,udvi,uv) e X\Sing(X)}.

como N'' X c X xP?, podemos estudiar a N'' X en sus cartas afin. En particular,

en Vi := X x Uy tenemos:

quq—zyq—l —ud-2yq
-1 -1

NXny = { u,ud=1vd, uv, ) ek’ | (u,udtvi,uv) e X\Sing(X)},

11

{ u, ud v, uv, ud-2v9-1, uq‘zvq) €S| (u,udtv9,uv) e X\Sing(X)},

1

u,uv,ud—2pd-1 ya-2 vq) ekt | (uw,udvi,uv) e X\Sing(X)},

= { u, uv,ud—2pa-1 ya-2 1/‘1) ek*|(u,v) e (k*)z}.

Por otro lado, el L—orden ené ={y; =(1,0),y2 =(1,1),y3=(q—-1,9) |qg > 1}
inducido por £ = (£1(x,y) = x,L2(x,y) = y) es:
L(y1) < L(y2) < L(y3)

como Y1 y Y2 son linealmente independientes, la L—eleccién es A = {y1,Y2}.

Aplicando el L—algoritmo obtenemos el conjunto:

fl

Red ({y1,Y2, 73— Y2 Y3 —11}),
Red ({(1,0),(1,1,(q-2,4-1),(7-2,9}),
{(1)0)1 (1) 1)) (q—Z,q— 1)) (q_z) q)}

que induce la aplicacion:

Doz (k) — k*
(w,v) — (u,uv,ud2v971 yi-2y9).

entonces:
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N'X V= 0a((k"?).

El ejemplo|[14]ilustra que es suficiente examinar las iteraciones del algorit-
mo combinatorial, ya que la iteracién del £-algoritmo genera un nuevo con-

junto de exponentes monomiales para una de las cartas afines de V' X.



Capitulo 3

Modificacion de Nash en variedades toricas de dimension 3.

Como se expuso en el capitulo anterior, cuando se tiene un conjunto de
exponentes monomiales esencial ¢, es posible definir la £L—elecciéon inducida
por un orden lexicogréfico inverso en Z”, la cual fija una n-tupla A € S(¢) pa-

ra realizar una iteracion del £—algoritmo de Nash.

Por lo tanto, la Proposicion nos indica que, al iniciar con un conjun-
to de exponentes monomiales esencial de alguna variedad toérica X de di-
mension n, la iteracion del £—algoritmo de Nash genera un nuevo conjunto
de exponentes monomiales que también es esencial. Recordando las Propo-
siciones y podemos concluir que la iteracién de la Modificacion de
Nash esté descrita mediante un algoritmo combinatorio que se detiene cuan-
do el conjunto de exponentes monomiales esencial resultante tiene asociado

un conjunto minimal de exponentes monomiales ¢’ con n elementos.

41
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1. Modificacion de Nash sobre Variedades Toéricas de dimension 3.

En 2013, en [5] Duarte con el Teorema da lugar a una solucién parcial
del problema de la resolucién de las singularidades de una variedad térica de

dimension 2, especificamente prueba el siguiente resultado:

TEOREMA 3.1. (Duarte 2013) Sean & © Z? un conjunto de exponentes mo-
nomiales de alguna superficie térica esencial y L = (L1, L2), una transforma-
cion lineal con L, y L, rectas con pendientes racionales, entonces mediante la
iteracion finita del L—algoritmo de Nash, obtenemos un conjunto de exponen-

tes monomiales con dos elementos.

La solucion se considera parcial, ya que no esté claro si las cartas afines
obtenidas cubren completamente la variedad resultante de los estallidos. El
objetivo de este capitulo consiste en generalizar el Teorema para varie-
dades tdéricas en dimension 3. Posteriormente, se presentan algunos ejem-
plos de la resolucion de singularidades de una variedad térica utilizando el

L—algoritmo.

TEOREMA 3.2. (2023) Sea & < Z° un conjunto de exponentes monomiales
de alguna variedad térica esencial dotado de un L—orden canénico, entonces
mediante la iteracion finita del L-algoritmo de Nash, obtenemos un conjunto

de exponentes monomiales con tres elementos.

Como el £L—-orden es candnico, por el resto de este capitulo, podemos su-
poner que esta dado por los hiperplanos canénicos, es decir, £ tiene la forma
(L1(x,1,2) = x, L2(x,¥,2) =y, L3(x,),2) = z), ver Observacion |3y la Defini-
cion 2.6

Antes de iniciar con la demostracion del teorema, presentaremos algunos
ejemplos que servirdn para ilustrar la estrategia de demostracion que em-
plearemos. Estos ejemplos permitirdn comprender mejor el enfoque y los pa-

S0S que seguiremos.
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Recordemos que en el ejemplo [12]ilustramos que para la variedad toérica

V(w? - xyz) < C* cuyo conjunto de exponentes monomiales es
6 = {elreZ) (ly 17 1)) (272"3)};

el £L—algoritmo de Nash se detiene después de dos iteraciones, en el siguiente

ejemplo, demostraremos que para la variedad térica
V(wP* —xyz) < Ct,
el L—algoritmo de Nash se detiene después de p iteraciones.
EJEMPLO 15. Consideremos la variedad toérica X, donde
o =cone(es,(p+1)e1—pes, (p+1)e;— pes)
para p = 1, que puede ser identificada con la variedad V (wp _x yz) cct

Notemos que el conjunto de exponentes monomiales asociado a X es:
&%=1(1,0,0), (0,1,0), 1,1,1), (p, p, p+ 1)}

para la primera iteracion, el L—valor canénico induce el orden estricto

L£((1,0,0)) < £((0,1,0) < £((1,1,1)) < L((p, p,p+ 1))

como ((1,0,0), (0,1,0), (1,1,1)) € S(&®), la L—eleccion es la terna
A =1{(1,0,0), (0,1,0), (1,1, 1)}.
Aplicando una iteracion del L—algoritmo de Nash, obtenemos el conjunto:

El = {(1)0)0)) (Oy ]-)O)) (]-)]-} 1)) (p_]-}p)p+]-)) (prp_]-rp+1)7 (p_l)p_l)p)}
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p-Lpp+l e
{p.p l,p+1).

p-1L,p-1p) @

FIGURA 1. Elementos de ¢'.

» Sip=1, entonces el elemento (p—1,p—1,p) = e3 y como {' Zio, nos
queda Red (&) = {el, e, eg} que define el cono liso 01’ =coneley, e, e3)
cuyo dual es una carta afin suave para N X, .

= Si p> 1, entonces hacemos una nueva iteracion del algoritmo, para &',

L induce el siguiente orden:
£(1,0,0)<£(0,1,0) < L(1,,) < L(p-1,p—-1,p) < L(p,p—1,p+1) < L(p—1, p, p+1)

Nuevamente escoge la terna A = {(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1)}, aplican-

do el L—algoritmo de Nash, obtenemos:

A(ELW,0,0)=(p-2,p=1,p), (p=Lp=1,p+1), (p-2,p,p+ 1)}
A(fl,(O,l,O)) = {(P‘LP‘Z;P); (p»p_z;P"‘l); (p_l,p_l;P"‘l)}
A(ély(lylrl)) :{(p_z)p_zyp_l)r (p_lyp_zyp)y (p_z)p_lyp)}

formamos el conjunto

&2 = Red{AuA(cfl, (1,0,0)) uA(él, ©, 1,0)) uA(fl, 1,1, 1))}
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:Red{(]-)O)O)) (Oy 1)0)) (1) 1; ]-)) (p_zypyp+1)) (P_l;p_l;p+1);
(pp-2,p+D), (p-2,p-1,p), (p-L,p-2,p), (p-1,p-2,p-1}

‘ p-2pp+1) @
5 p-Lp-1p+1)@®
(pp-2.p+1)@®
(p-2pLp @

FIGURA 2. Elementos de &2.

= Si p =2, entonces el elemento (p—2,p—2,p—1) =e3 y como E* < 73,
nos queda Red (&) = {el, e, e3} que define el cono liso 0}’ =coneley, e, e3)
cuyo dual es una carta afin suave para N X;.

» Si p>2, volvemos a aplicar el L—algoritmo de Nash, con la L—eleccion

habitual A ={(1,0,0), (0,1,0), (1,1,)}.

Por lo tanto, un argumento de recurrencia, permite concluir que

después de p iteraciones, obtenemos el conjunto

k
¢P =1{(1,0,0), (0,1,0), (1,1, D} u [ J 6
i=1

dondedy,;:=(i,k—(i+1),k),con0<i<k-1yl<k<p+1l.

Notemos que el elemento &1 = e3 y como {P < ZSEO, el conjunto de
exponentes monomiales minimal resultante es Red({P) = {el, e, eg}
que define el cono liso oY = cone(ey, e, e3) cuyo dual es una carta

afin suave para la modificacion de Nash de X;.
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EJEMPLO 16. Consideremos la variedad torica cuyo conjunto de exponentes
monomiales es

£={1,1,1),(1,2,3),2,2,4),(2,3,5)}

y consideremos el L—orden inducido por
L=(L1(x,y,2)=x, L2(x,),2) =y, L3(x,),2) =2),

entonces la L—eleccién para ¢ corresponde a la terna A = {(1,1,1),(1,2,3),(2,2,4)}.

Aplicando el L—algoritmo de Nash, obtenemos:

A(E1,1,D)={1,2,4}
A(&,1,2,3) ={1,1,2)}
A(&,2,2,9)={0,1,1}

luego, el conjunto de exponentes monomiales obtenido en la primera iteracion

es’

¢! Red{(1,1,1),(1,2,3),(2,2,4),(1,1,2)(1,2,4),(0,1, 1)}

{0,1,1),(1,1,1),(1,1,2),(1,2,4)}.

Para &', la L—eleccién es A = {(0,1,1),(1,1,1),(1,1,2)}. Aplicando por se-

gunda vez el L—algoritmo de Nash tenemos que:

A(cfl, ©,1, 1)) ={1,1,3)}

A(g“, (1,1, 1)) =1{(0,1,3)}

A(fl, 1, 1,2)) =1{0,1,2)}
entonces, el conjunto de exponentes monomiales obtenido en la segunda itera-
cion es:

& =140,1,1),(1,1,1),1,1,2),(1,1,3),(0,1,3),(0,1,2)}.

Para &2, la L—eleccién es A* = {(0,1,1),(1,1,1),(0,1,2)}. Aplicando el L—algoritmo
de Nash tenemos que:

A(&Z, ©,1, 1)) ={1,0,1),(0,0,1),(1,0,0)}

A(Ez, (1,1, 1)) =1{(1,0,2),(0,0,2),(1,0,1)}

A(fz, 0, 1,2)) =1(0,0,2),(~1,0,2),(0,0,1)},

entonces, el conjunto de exponentes monomiales obtenido en la tercera itera-

cion es:
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& Red{AZ uA(fz, ©,1, 1)) uA(ez, a,1, 1)) U A(EZ, o, 1,2))}

11,0,0),(0,0,1),(0,1,1),(~1,0,2)} .

Finalmente, para &3, la L—eleccién es A® = {(1,0,0),(0,0,1),(0,1,1)}. Apli-
cando el L—algoritmo de Nash tenemos que:
A(§3, (1,0,0)) = {(=2,0,2))}
A(£%,0,0,1) = {(-1,0,1}
A(&,0,1,0) =8,

y obtenemos el conjunto:

64

Red{(l)oy O)y (0)07 1)) (0) 1) 1)) (_2)0’2)) (_1)0) ]-)}
{(1,0,0),(0,1,1),(~1,0, 1)}

cuya cardinalidad es 3, luego el L—algoritmo se detiene.

Notemos que en los dos ejemplos presentados se parte de conjuntos de
exponentes monomiales muy diferentes entre si. En el ejemplo 15, comenza-
mos con un conjunto de exponentes monomiales cuya £—eleccién contiene
los elementos candnicos e; y e;. Mediante iteraciones del £—algoritmo de
Nash, finalmente se generar el elemento e3, en esa iteracion ademads se detie-

ne el £—algoritmo.

Por otro lado, en el ejemplo (16, iniciamos con un conjunto de exponentes
monomiales cuya £—eleccion es general. Sin embargo, al paso de tres itera-
ciones, se obtiene un conjunto de exponentes monomiales cuya £—eleccién
incluye un elemento cuyo £3—valor es 0. Ademds, esa L—eleccién forma una
base del Z-médulo Z3. Finalmente, en la siguiente iteracién, el £L—algoritmo

se detiene.

Como hemos analizado, a partir de un conjunto de exponentes monomia-
les, las iteraciones del £—algoritmo pueden llevarnos a diferentes escenarios.
Por lo tanto, la estrategia para demostrar el Teorema considerara todas

estas posibles variaciones.
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Comenzamos con el Lema probando que a partir de un conjunto
de exponentes monomiales general ¢, la iteracion finita del £—algoritmo de

Nash genera un elemento con £3-valor igual a 0.

En el Lema 3.2} a partir de un conjunto de exponentes monomiales ¢ que
contiene un elemento con L3-valor igual a 0, demostraremos que la iteracién

del £—algoritmo de Nash genera uno de los siguientes casos:

i. Un conjunto de exponentes monomiales que contiene un elemento
primitivo con £3—valor 0.
ii. Un conjunto de exponentes monomiales cuya £—eleccion es una base
del Z-médulo Z3.
iii. Un conjunto de exponentes monomiales con dos elementos lineal-

mente independientes, ambos con £3-valor igual a 0.

Luego, en el Lema se demostrard que, si un conjunto de exponentes
monomiales ¢ contiene un elemento primitivo con £3—valor 0, la iteracion
del £—algoritmo de Nash genera un conjunto de la forma ii. o iii. del lema

anterior.

En el Lema se estudia el caso en donde el conjunto de exponentes
monomiales esencial ¢ tiene como £-eleccién una base del Z—médulo Z3. Se
verificard que se obtiene un conjunto de exponentes monomiales ¢’ cuya car-
dinalidad es 3 (lo que resuelve el problema) o bien contiene dos elementos

linealmente independientes con £3-valor igual a 0.

A continuacion, si el conjunto de exponentes monomiales tiene dos ele-
mentos linealmente independientes, ambos con L3-valor 0, entonces, en el
Lema3.5} se probard que la iteracién del £—algoritmo de Nash genera un ele-
mento con £3-valor igual a 1. Posteriormente, en el Lema 3.6, demostraremos
que dado el conjunto ¢ con dos elementos linealmente independientes, am-
bos con L-valor igual a cero, y un elemento con £3-valor igual a 1, la iteracién
del £—algoritmo de Nash genera un conjunto de exponentes monomiales ¢’
tal que Z¢;, = 7?2, donde ¢y es el conjunto de elementos de ¢’ con L£3—valor

cero. Utilizando algunos resultados obtenidos en [5], podremos suponer que
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la iteracion del £—algoritmo de Nash genera un conjunto de exponentes mo-

nomiales cuya £-eleccion es la base canonica (1,0,0), (0,1,0), y (0,0,1).

A partir de un conjunto de exponentes monomiales ¢ cuya £L-eleccion es
la base canénica, en el Lema 3.7, demostraremos que la iteracién del £—algo-
ritmo de Nash genera un conjunto de exponentes monomiales ¢’ con un tni-

co elemento que tiene un £3-valor distinto de 0.

Para concluir, es posible observar que a partir de este momento, las itera-
ciones del £—algoritmo de Nash solo realizan operaciones en 72 x {0} man-
teniendo fijo el elemento con L3-valor distinto de 0. La demostracién del
Teorema [3.2| culmina aplicando el Teorema [3.1| para obtener 2 elementos en
72 x {0}, junto al tercer elemento fijo con L3-valor distinto de cero, se obtie-

nen los 3 elementos generadores.

Para comenzar la demostraciéon del Teorema 3.2} es importante tener en

cuenta la siguiente observacion.
OBSERVACION 5. Dado el conjunto de exponentes monomiales

62 {71,7’2,"' ,Yr}CZ?),

conr >3, tal que L3(y;) >0 para todo i € {1,2,3,...,1}. La Observacio’n@ per-

mite asumir que L induce el siguiente orden:

Ly1) <Ly <. <L(ys) <---<Lyp) <---<L(yy). (3.1

Supongamos que la L—eleccion es A = {y1,ys,Y1} € S(&). Luego por Defini-
cion[2.7 tenemos que:

0< L3(y1) = L3ys) < Lalyn) 3.2)

entonces en una iteracion del L—algoritmo de Nash, cada y; € {\A genera al
menos un elemento en &'. En efecto, como A es una base para Q°, entonces

caday; coni¢{l,s,1}, tiene la forma

Yi =AiY1+KiYs+ Uiy), donde A;, x;, u; € Q.
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Supongamos que y; — 1 ¢ &, entonces det(y; vs y;) =0, lo que significa
que y; se puede escribir como combinacion lineal de ys y y;, luego A; = 0. Si
ademds y; —ys ¢ &', significa que y; = u;y;, por la Relacion se tiene que
Wi >1, entoncesy;—vy; € &L

Principio: Durante este capitulo va ser reiterado considerar un conjunto
de exponentes monomiales esencial ¢ bajo ciertas hip6tesis H, y probar que
existe un nimero finito de iteraciones del £—algoritmo de Nash, que depen-
de de ¢, digamos k(¢), tal que el conjunto monomial generado ¢ k@) satisface
cierta propiedad P, o bien que ¢¥® es un conjunto de exponentes mono-
miales con 3 elementos, es decir, el £-algoritmo finaliza, ver Definicion

Como se observa el entero k(¢) depende fuertemente de ¢.

PRINCIPIO DE ITERACION El principio de iteracién consiste, en cada ite-
raciéon que preserva la hipotesis #, siempre se considera el hipotéticamente
posible peor caso (podria ser que el caso no exista) entre todos los conjun-
tos ¢ que satisfacen la hip6tesis H. La idea es que siempre podemos iterar el
L-algoritmo tantas veces como sea necesario, sin que el £-algoritmo finali-
ce, hasta probar que el £-algoritmo nos entrega un conjunto monomial que

satisface la propiedad P.

Es importante establecer que en todas las demostraciones de los siguien-

tes lemas estardn bajo este principio de iteracion.

LEMA 3.1. Sea & = {y1,Y2,Y3,"**»Yr} € Z3 con r > 3 un conjunto de expo-
nentes monomiales de alguna variedad torica esencial, tal que L3(y;) >0 para
todo 1 < i <r, entonces la iteracién finita del L—algoritmo de Nash genera un
conjunto de exponentes monomiales que contiene al menos un elemento con

Ls—valor igual a 0.

DEMOSTRACION. Segun la Observacion 2, tenemos que £ induce un or-

den total en Z3. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos escribir

L(y1) <L(y2) << L(ys) << L(yp) <--- < L(Yyr)-

Ademds, por la Observacioén 3, podemos asumir que ¢ c Z? x Z. Luego,

segun la definicion de £-valor (ver Definicién [2.7), se tiene:

0< L3(y1) = L3(y2) < L3(y3) <--- < L3(y/) (3.3)
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demostraremos el lema utilizando induccién sobre el £3—valor de y,.
Sea A =1{y1,Ys 71} € S() la L—eleccién del conjunto &.

Si L3(y;) =1, el orden inducido por £ en la Relacic’)n indica que L3(y;) =
lparal<i<r.la Observaci(’)n asegura la existencia de al menos un y; con
jell, s} talquey,—vy;€ &1 ademds L3(yr—7v;j) = L3(yr)—L3(y;) =0.

——
:1 =1

Supongamos que el resultado es cierto para todo conjunto de exponentes
monomiales esencial tal que £3(y,) < k. Lo verificaremos para un conjunto

de exponentes monomiales ¢, tal que £3(y,) = k.

Segun la Observacion |5} existe y; con j € {1,s, 1}, tal que en una iteracion
del £—algoritmo genera el elemento y, —y; €¢ 1. Ademas por la Relacién
se tiene que 0 < L3(y;) < k.

= SiL3(y;) = k, el elemento y,—y; € &' tiene L3—valor 0. Lo que termina
la demostracion.
= Si L3(y;j) <k, el elemento y, —y; tiene la propiedad de tener el mayor
L3—valor en ¢!, ademads
L3(yr—7vj)=L3(yr)—Ls3y;) <k.

La hipotesis de induccion permite culminar la demostracion.

OBSERVACION 6. Dado el conjunto de exponentes monomiales

é-: {YI!YZ)"' ;Yr} ngy

con r >3, por el Lema(3.1 podemos suponer que L3(y1) = 0. Al igual que en la

Observacionl|d tenemos el orden:
L(y1) <L(y2) <--- <Ly <---<L(yp) <---<L(Yr), (3.4)

la L—eleccion es la terna A = {y1,ys, Y1} € S() y todo elemento y; con i ¢

{1, s, I} tienen la forma:

Yi =AiY1+KiYs+Uiy:, donde A;, x;, i € Q.
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Por el orden en la Relacion (3.4 y la definicion de L—eleccion, tenemos las

siguientes afirmaciones:

» Caday; con 1< i< s es linealmente dependiente a y,, ademds y; se
puede expresar comoy; = Ay, donde A; € (Q\Z),.

» Cada y; con s < i < es linealmente dependiente a y, o ys o ambos,
ademds y; se puede expresar como y; = A;y1 +K;Ys donde A;, x; € Q.
En particular si L3(ys) >0, se tiene que x; € Qx;.

» Caday; coni> I, se puede expresar comoy; = Ajy1+K;Ys+ Uiy donde
Ai, Xi, i € Q. Como L3(y1) =0, si L3(ys) >0 se tiene que x; + p; = 1.

Por Lema podemos suponer que todo conjunto de exponentes mo-
nomiales ¢ contiene al menos un elemento con £3—valor 0, sin pérdida de

generalidad digamos que ¢ tiene la forma:

6:{P1;P2y"'»Ps»Yl;YZ;"'»Yr} (35)

donde:

= p; tiene L3—valor igual a cero, paral<i<s.

= y; tiene L3—valor mayor a cero, paral<i<r.

Y que el orden inducido por £ en ¢ es:
L(p1) <L(p2) <+ <L(ps) <L(y1) <L(y2) <--- < L(y)).

LEMA 3.2. Sea ¢ un conjunto de exponentes monomiales de alguna va-
riedad torica esencial de la forma descrita en entonces la iteracion del
L—algoritmo genera un conjunto de exponentes monomiales &' que satisface

alguna de las siguientes condiciones:

i) El conjunto &' contiene dos elementos linealmente independiente con
L3—valor igual a 0.
ii) El conjunto &’ contiene un elemento primitivo con Lz—valor igual a 0.

iii) La L—eleccién del conjunto &' forma una base del Z—médulo Z3.

DEMOSTRACION. Como ¢ tiene la forma descrita en 3.5} si existen p1 y p;
son linealmente independientes para algun 1 < j < s, sin realizar iteraciones
el conjunto monomial ¢ satisface directamente el lema. Entonces podemos
suponer que para 1 <i < s, se tiene que cada p; es linealmente dependiente

a p1, luego existe A; € (Q\Z)_, tal que p; = A;p1.
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Aligual que en la Observacién[6} la £L—eleccion tiene la forma A = {p1, 1,71},
correspondiente a la menor terna linealmente independiente en el orden in-
ducido por £. Notemos que los vectores pi, ¥1 y ¥; son una base del Q espa-

cio vectorial @3, y se tiene que todo elemento vy; € ¢ se puede escribir como:

yi=Aip1+Kiy1+ WHiYi

conA;, K;y u; €Q.

REDUCCION. Si existe algiin pj = Ajp €&, con Aj € (Q\Z),,, por el Prin-
cipio de Iteracién podemos aplicar |A ;] veces el L—algoritmo de Nash hasta

obtener el elemento

p1=pj—IAjlp1 tal que L(p}) < L(p1),

donde |A;| es la parte entera de Aj. En el peor de los casos obtendremos un

conjunto monomial de la siguiente forma:

& =1P1 e Py Y1 Y200 Y k-

con p no primitivo y L—eleccién la terna A = {p},y},Y}}. Sin embargo, como
Zp, es un subgrupo de Rp1 NZ? de indice finito, I:= [Zp1 : Rp1 N Z?] < oo, se
satisface que:

[Zp) :Rp} N 7% < [Zp;1:Rp1 N Z2].

Desde ahora supondremos que ¢ tiene la forma:

fz{Pl,Yl,Yz;"‘,Yly"',Yr}- (36)
donde
= El orden inducido por £ es:
L(p1) < L(y1) <L(y2) <---<L(yp <--- < L(yy).

» L3(p1) =0y L3(y;)>0paratodol<i<r.

» La L—eleccidn es la terna A = {p1,y1,Y1}-

Bajo el principio de recurrencia, probaremos que si p; no es primitivo,

existe una iteracion del £-algoritmo en la cual podemos aplicar la reduccién
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y bajar el valor del indice I. La finitud del indice I garantiza que eventual-
mente llegaremos a una iteracion del £-algoritmo en el cual indice se estabi-

lice o sea igual 1, lo cual es equivalente a asumir que p; es primitivo.

OBSERVACION 7. Notemos que las iteraciones del L-algoritmo de Nash so-

bre el conjunto &, puede generar los siguientes posibles conjuntos &':

= El conjunto &' produce un cambio de la L-eleccion, N, tal que contiene
dos vectores linealmente independientes con Ls-valor igual a cero, lo
que muestra que ¢ satisface el lema.

» El conjunto &' produce un cambio de la L-eleccion, \', tal que contiene
un elemento primitivo con L3—valor igual a 0, lo que muestra que &
satisface el lema.

» El conjunto &' produce un cambio de la L-eleccion, N, tal que A' c
Z{p1,Y1,Y1}, lo que define un reticulo mds fino al inicial, y por un argu-
mento de recurrencia, la L—eleccion formaria una base del Z—médulo
73, lo que muestra que ¢ satisface el lema.

» El conjunto &' satisface el peor de los casos, que es producir un cambio
de la L-eleccion, N', donde N' C Z{p1,y1,y1}, no contiene un elemento
primitivo con L3—valor igual a0 y no contiene dos vectores linealmente
independientes con L3-valor igual a cero. No obstante, el conjunto de
exponentes monomiales &' seguiria teniendo las mismas caracteristicas
de (3.6), es decir, de la forma:

6, = {,0,1)7//1»}’,2; )Yll/y"' ;Y,r}

con p| no primitivo y L3(y;) >0 paratodo1<i<r.

Recordemos que por Principio de Iteracion[l}, siempre supondremos que las
iteraciones del L—algoritmo de Nash generan un conjunto de exponentes mo-

nomiales &' que satisface el peor de los casos.

Sean L3(y)) = k y A :={p,y},Y}} la nueva eleccion después de una itera-

cion del L-algoritmo. Luego tenemos que

L3(p) =0, 0<L3(y) <Ls(y) y Lsly)) <Ls(yp=k
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Notemos que los elementos de la terna A\’ se pueden expresar en términos

de A como:
py = qp1, dondeq es un racional positivo menor o igual al.
Y, = api+bhiyi+ay.
Yy = ap1+bay1+cay

con a;,bi,c; € Z. Al aplicar L3( ) a los elementos 7’/1 y y’l obtenemos:

L3(y)) = a1 L3(p1) +b1 L3(y1) +¢1 L3(y))
—— —— —— ——
ez =0 ez =kezZ
L3(y)) = a2 L3(p1) +b2 L3(y1) +c2 L3(y)).
—— N——r —— ——

€z =0 ez =keZ
Luego

L3(y}) = b1 L3(y1) +erk
—— ——
ez ez

L3(y)) = b2 L3(y1) +C2k
N——r ~—
eZ €z
como )/’1, y’l,, son linealmente independientes, se cumple que byic, — bocy =

1.

Si c1 #0, entonces necesariamentey, y 'y, son linealmente independientes.
Si ademds L3(y1) < L3(y1), tendriamos que L3(y) < k y L3(y},) < k. Lo que dis-
minuye el valor de k.

Muchos de nuestros argumentos pasan por tratar de disminuir el valor de
k, siendo el peor caso cuando no podemos asegurar esto. Recordemos que por

el Principio de Iteracion|l}, siempre consideraros el peor caso.

Si c1 =0, entonces byc, = +1 y como Eg(y'l) =ay L3(p1) +b1L3(y1) < L3(y1),

=0
setieneque by =1y c,=+1.

Recordemos que dado y; € ¢ se puede escribir como:

Yi=Aip1+KiyY1+ liYi
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con Ai, x; y i €Q. Si c; =0, al realizar el cambio a la base A’ obtenemos
Yi= APy TR+ Y

donde p; = + ;.

Por lo anterior, al reescribir &' en términos de la base A', por abuso de no-

tacion seguiremos notando los elementos de A’ por {p1,v1,Y1}.

Ahora utilizaremos el Principio de Iteracion |1 para probar los siguientes

resultados intermedios.

HEcCHO 1. La iteracion del L—algoritmo genera un conjunto de exponentes

monomiales ¢’ que satisface algunas de las siguientes propiedades:

i. El conjunto exponentes monomiales &' verifica el lema.
ii. El conjunto exponentes monomiales tiene la forma¢' = {p},v}, Y5 -+, 7}
y el indice satisface
[Zp] :RpyNZ?] < I:=[Zp1:Rp1 NZ?).
iii. El conjunto exponentes monomiales tiene la forma&' =1{p},y},v5, -, Y7}
y la L-eleccion, A" :={p},y},Y)}, en ¢ satisface que

L3(p)) =0, y L3y < L3(y)) < L3(y).

Observe que i. prueba el lema vy ii. disminuye estrictamente el indice 1.
Entonces el problema se reducira a estudiar solo el caso de conjuntos de ex-

ponentes monomiales que satisfacen iii.

DEMOSTRACION DEL HECHO. Dado un conjunto de exponentes monomia-
les ¢ de la forma descrita en la £—eleccién A = {p;,y1,Y}. genera un re-
ticulo Z{p1,y1,y1}. Observemos que al aplicar iteraciones del £—algoritmo,
si no hay cambio en la £-eleccidn, los elementos en el reticulo generan ex-
clusivamente elementos en el reticulo y los elementos fuera del reticulo solo

generan elementos fuera de este reticulo.

Dado que Z¢ = 73, se garantiza la existencia de al menos un elemento
que se encuentra fuera del reticulo, en caso contrario A formaria una base

del Z-médulo Z3 y terminaria la demostracién de lema. Denotemos por o
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al elemento con menor £3—valor entre todos los elemento fuera del reticulo

Z{p1,Y1,Y1} (podria no ser unico).

Por la Observacion [f| sabemos que o tiene la siguiente forma
o=Aip1+K;iy1+Hiyrcond;, k;y pi €Q.

Luego tenemos que (A;,x;, i;) ¢ Z°.

Supongamos que el conjunto ¢ satisface que £3(y1) = £3(y;) = k, probare-

mos el hecho por principio de recurrencia sobre k.

Si k =1, entonces L3(y1) = L3(y;) =1, luego

L3(0) = A; L3(p1) +K; L3(y1) +pi La(y) =i +pu; >0
=0 =1 =1

Entonces c¢:=«; + y; es un nimero entero mayor que 0.

Si ¢ =1, entonces £3(0) = x; + y; = 1, cuando pu; = 0, implica que «; =1
(de hecho, p; =0 si ysolosix; =1) y que A; ¢ Z. Luego o tendria la forma
Aip1+71, por las Observaciones [5] y [f] en una iteracién podemos generar el
elemento

og-y1=2ip1

cuyo Lz—valor es igual a 0. Ahora utilizando la Reduccién[l} en el peor de los

casos obtendremos un conjunto monomial de la siguiente forma:
I __ / / / /
¢ =1oL YL Y Yk

con p} no primitivo y £—eleccién A = {p’l,y’l,y’l}, tal que reduce el valor del
indice
[Zp|:Rp, N7 < I:=[Zp,:Rp; nZ7].
Lo que verifica el hecho. El procedimiento es andlogo para x; = 0.
Sik; #0y u; #0 conk;+u; = 1. Tenemos que una iteracion del £—algoritmo

genera un conjunto de exponentes monomiales, ¢/, que posee los elementos

o—-v1y0-—Y tales que L3(0 — 1) = L3(0 — ;) = 0. Note que uno de ellos es
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linealmente independientes p;. Luego se verifica el hecho para k =c=1.

Entonces podemos plantear la siguiente hipoétesis de induccién: para k =
1 existe un ¢y > 1 tal que para todo c¢ < ¢y se tiene que el conjunto de expo-
nentes monomiales, ¢, con £3(0) = c satisface el hecho. Lo verificaremos para

C = (.

En virtud del las Observaciones [5|y [6} al iterar el £—algoritmo una vez,
se genera el conjunto de exponentes monomiales ¢’ tal que en el peor de los
casos, su L-eleccién A’ := {p’l,y’l,y’l,}, satisface que L3(y]) = L3(yr) = k, (ver
Observacion [7). Recordemos que o tiene la forma A;p; + x;y;1 + p;y; donde
(Ai,x;, i) € Z3. Luego el conjunto &' contiene alguno de siguientes elemen-

tos, que no pertenece al reticulo Z{p1,y1,y:}:
o-y1y/l0o0-7y;
Si se genera el elemento o —y; tenemos que:
L3(0) - L3(y1)
coL3(yn) — L3y

(co—1) L3(yp)
k=1

L3(o—7vy1)

= (co—-1)
Andalogamente para y; —y;. Luego por hipoétesis de recurrencia sobre ¢y <

¢, tenemos que ¢’ satisface el hecho para k = 1.

Supongamos que todo conjunto de exponentes monomiales esencial con
las hipétesis del Hecho 1y £3(y;) = £3(y1) < k satisface el hecho, lo verifica-

remos para £L3(y;) = L3(y1) = k. Notemos que existe un entero d = 0 tal que
L3(0) = (d+1)Ls(y) = (d+ Dk 3.7)
En efecto, a lo menos d =0, si no contradice el hecho que {p;,y1,7:} esla
L-eleccion. Sea d = 0 el entero mds grande tal que se satisface

Ahora realizaremos una recurrencia sobre d para probar que después de
iteraciones del £—algoritmo (bajo el Principio de Iteracion (1) obtenemos un

conjunto de exponentes monomiales ¢’ que satisface el hecho.
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Si d =0, entonces tenemos dos posibilidades:

1. L3(0) = k.
2. k< L3(0) <2k.

En el Caso 1. tenemos que:

L3(0) = x;L3(y1)+piLsly))
k = 1<,-k+,uik
1 = Ki+ .

Al igual que antes, si £3(0) = x; + 4; = 1, se tiene que y; = 0 si y so-
lo si x; = 1. Cuando p; = 0, al aplicar una iteraciéon generamos el elemento
Yi—7Y1 = Aip1 que permite aplicar la Reduccién[l} y asi obtendremos un con-

junto monomial que disminuye el valor del indice I. Andlogo para x; = 0.

Ahora podemos suponer x;, i; ¢ {0, 1}. Entonces al iterar una vez el £—algoritmo,

de obtiene los elementos
0=Y1Y0~71
Basta observar que p; y o0 —7; son linealmente independientes y
L3(p1) =L3(0-y1)=0
lo que verifica el el lema y por lo mismo el hecho.

En el Caso 2. tenemos que:

k<L3(0)<2k o k<xiL3(y1)+pilsly) <2k
< k<1<,-k+,u,-k<2k
= 1<xj+pi<2

Six; #0y u; #0. Tenemos que una iteracion del £—algoritmo genera un
conjunto de exponentes monomiales, ¢’, que contiene los siguientes elemen-

tos
0=Y1YV0—Yi
Tales que
L3(o—-y1)=L3(c-y)<2k-k=k
Ademads, notemos que la forma de los elementos o -y, y o —v; es:

o-y1=Aipr+&i—Dy1+uiyr y o—yi=2Aip1+ & —Dy1+ iy
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con x; #0y u; #0. Por lo tanto, p;, 0 —7y1 y 0 —7; son elementos lineal-
mente independientes y forman la nueva £—eleccion. Por hipétesis de recu-
rrencia sobre k, verificamos que el hecho se satisface para el conjunto de ex-

ponentes monomiales ¢&’.

Si x; =0, entonces 1 < u; < 2. En una iteracion del £—algoritmo se ge-
nera un conjunto de exponentes monomiales, ¢/, que contiene el elemento
o-v;1=Aip1+ (i; —1)y;, notemos que o —; es linealmente independiente a
P1, Y1y tiene L3(o — 7)) <2k — k = k. Por lo tanto, la nueva £—eleccién con-
tiene a 0 — ;. En el caso que o sea el unico elemento con menor £3—valor, el
conjunto de exponentes monomiales ¢’ satisface iii. del hecho. En caso con-
trario, en la nueva L—eleccién se tendria dos elementos con igual £3—valor
estricatemente menor que k, y por la hipdtesis de recurrencia se verificaria ii.

del hecho. Por lo tanto queda demostrado el el hecho para d = 0.

Supongamos que existe un dy = 1 tal que el hecho se verifica para todo
conjunto de exponentes monomiales, ¢ con L3(y;) = L3(y1) = k y tal que el

entero, d, més grande que satisface
(d+1)k < L3(0)

es estrictamente menor que dy. Por verificarlo para d = dy. Una iteracién del
L—-algoritmo genera un conjunto de exponentes monomiales ¢’, al suponer
el peor de los casos, su L-eleccion A’ := {p},y],7}}, se tiene que L3(p}) =0y
L3(y) = L3y}, =k, (ver Observacién. El conjunto ¢’ contiene alguno de los

siguientes vectores (dependiendo si x; 0 i; son cero o no):
o—Y100-Y]
En ambos casos, 0 —y; y 0 —y; no pertenecen al reticulo Z{py,y1,y:} ¥
((do—1D)+1Dk<Ls(c—y1) o ((do—1)+1Dk<L3(0—7))

Luego por hipétesis de recurrecia, se obtiene que lo anterior también es

cierto para d = dy. Lo que prueba el hecho. O
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Recordemos que el Hecho 1 redujo el problema a estudiar solo el caso de
conjuntos de exponentes monomiales que satisfacen iii. Es decir: un conjun-

to de exponentes monomiales de la forma

6: {PI,YI;YZ;"' )Yr}

donde la L-eleccion, A :={p1,y1,Y:}, satisface:
L3(p1) =0,y L3(y1) < L3(y))

HECHO 2. Sea ¢ :=1{p1,Y1,Y2,: "Y1, **,Yr} un conjunto de exponentes mo-
nomiales, tal que la L-eleccion, A :={py,y1,Y1}, satisface que L3(p1) =0y L3(y1) <
L3(y1). Entonces después de una secuencia de iteraciones del L-algoritmo de
Nash, se genera un conjunto de exponentes monomiales {' = {0}, Y}, Y.}

con p'| primitivo o {' verifica el lema.

DEMOSTRACION DEL HECHO. Recordemos que el grupo Zp; es un subgru-
po de Rp; N Z? de indice finito, I = [Zp; : Rp; N Z?]. Ademds I = 1 si y solo si

el vector p; es primitivo. Sea I, el entero més pequeiio tal que:
[Zp1:Rp1 NZ?] < Iy,

probaremos que después de una secuencia de iteraciones del £-algoritmo de
Nash, se genera un conjunto de exponentes monomiales ¢’ que satisface el
hecho.

Supongamos que:
[Zpy:Rp1NZ°] = I,

Si L3(y;) =1, implica que L£3(y;) = 0. Lo verifica el lema y por lo mismo
el hecho. Podemos suponer que el hecho es verdad para todo £3(y;) < k. Por

verificar para L3(y;) = k.

Recordemos que o € ¢ es el vector con menor L3—valor entre todos los

Yi €¢, pero o € Z{p1,Y1,Ys}- Sabemos que o tiene la siguiente forma:
o=Aip1+K;y1+piyrcon Ay, ki y i €Q.
y que (A1, i) € Z°.

Primero supongamos que u; € (Q \ Z5(). Entonces para todo entero ¢ =0

la terna de vectores p1, y1 y 0 — cy; siempre son linealmente independientes.
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Notemos que existe a lo menos un ¢ = 0 tal que
L3y = L3(0) —cL3(yr) 3.8)

En efecto, como y; € (Q\ Z>y), entonces que c es a lo menos igual a cero,
si no contradice que y; € A. Desde ahora sea ¢ = 0 el entero més grande que

satisface (3.8).

Si ¢ =0, entonces iterando una vez el £L—algoritmo, generamos el elemen-

to o —v; tal que satisface alguna de las siguientes caracteristicas:

1. L3(0—-y) =0
2. 0<E3(0’—’)/l)<E3(’)/l):k

En el Caso 1. se verifica el lema y por lo mismo el hecho. En el Caso 2.
como se tiene que la menor terna linealmente independiente estd compues-
ta por p1, Y1 y 0 —7; (0 eventualmente algin y;—y; para L3(y;) = L3(0) ), esto
asegura que los £3-valores de la £-eleccion para ¢’ son estrictamente meno-
res que k. En el caso que £3(y;) = L£3(0 —y;), usamos el Hecho [1| para volver,
en el peor de los casos, a un conjunto de exponentes monomiales como en
el inciso iii del Hecho|l1] Por la hip6tesis de recurrencia sobre k, tenemos que

también se verifica el hecho.

(%) Entonces podemos suponer que existe ¢y > 0 tal que para todo ¢ < ¢y
se sigue verificando el hecho. Dicho de otra forma, el hecho es cierto para
todo conjunto de exponentes monomiales con la forma ¢ = {p1,y1,72,- -, 7}

con L-eleccién, A :={p1,Y1,Y:}, y en donde se satisface:

1. L3(p1) =0, L3(y1) < L3(y) =k
2. [Zp1:Rp1NZ?% < Iy,
3. Existe o € ¢ tal con L3-valor minimo entre todos los y; € Z{p1,y1,Ys}
tal que
@ o=Aip1+Kiy1+piyrcon A, k; €Qy pi € (Q\Zxp).
b) El entero ¢ = 0 mas grande que safisface (3.8), es estrictamente

menor que c¢yp.

Demostraremos que después de una secuencia de la iteraciones del £-
algoritmo de Nash, generamos un conjunto de exponentes monomiales ¢’ de

la forma {p1,y1,72,:-*,Yr} con p; primitivo o ¢ verifica el lema.
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Por verificarlo para ¢y > 0. Una iteracién del £—algoritmo genera un con-
junto de exponentes monomiales ¢’ tal que la £-eleccion, A’ := {p},y],7}},

satisface que (podria no haber cambio de £-eleccién)
L3(p}) =0, L3(y}) < L3(y1) y L3(y}) < L3(y) = k.

En el peor de los casos ¢’ satisface que L3(y]) = Eg(y’l,) = k, sin embargo,
en virtud del Hecho (1, podemos suponer que esto no ocurre y se tiene que

L3(y}) < L3(y},) = k. Observe que ¢’ también contiene el elemento .

o-v1€Z{p1, Y1, Y1}
Entonces por 3.b) de (x) tenemos que:
L3y = L3(0=y1) = (co—DL3(yD),
luego
((co—1)+ 1) L3(y1) = L3(o—7)1)
N——
=k
Por la Observacion [7| tenemos que o — y; satisface 3.b) de (x). Luego por

hip6tesis de recurrencia, se obtiene que el hecho también es cierto para ¢ =

¢o. Lo que prueba el hecho en el caso p; € (Q\ Zx).

Ahora supongamos que p; € Zx.

Si y; =0, tenemos que o es linealmente dependiente con p; y y;. En-
tonces si iteramos una vez el £-algoritmo, el elemento o genera los vectores

o0—-Y1y0o—p;en (nogenera el vector o —v)).

Sea ¢ = 0 el entero mds grande tal que
(c+1)L3(y1) = L3(0)

Supongamos que ¢ = 0, luego tenemos dos casos

1. L3(y1) = L3(0)
2. L3(y1) < L3(o) <2L3(y1)
Observe que en el Caso 1 podria haber o no un cambio en la £-eleccién
de ¢'. Sin embargo, en todos los casos en la préxima iteracion se generara

un elemento § € ¢”, con L3-valor igual a cero, que no pertenece al reticulo
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Z{p1,y1,Y1}- En el peor de los casos § = Apy, con A € (Q\Z)_,. Ahora aplican-

do la Reducci(’)n tenemos que en |A] iteraciones obtenemos el elemento
p1=6—1Alp1
Tal que reduce el valor del indice
[Zp| :Rp\NZ* < I:=[Zp;:Rp; N Z7].
Lo cual prueba el hecho en el Caso 1.

Para el caso ¢ =0, u; =0, utilizaremos recurrencia sobre £3(0).

Cuando £3(0) =1, solo podria ocurrir el Caso 1, en efecto £3(0) € Z. Esto
muestra que el hecho es verdad para ¢ =0, y; =0y £L3(0) = 1. Supongamos
que existe un m tal que el hecho es cierto para todo ¢ =0, u; =0y £L3(0) < m.

Por verificar para £3(0) = m.

Como el Caso 1, reduce el indice I, independiente del valor £3(y;). Por lo
que solo basta analizar el Caso 2, para ¢ =0, y; =0y L3(0) = m.
Al iterar el £—algoritmo una vez, obtendremos un conjunto de exponen-

tes monomiales ¢’, que contiene al elemento y] = o — 7 tal que

1. p1, ¥} y 1 son linealmente independientes
2. L3(y}) < L3(y1)
3. El vector y; no pertenece al reticulo Z{p1,y],Y;}. Mas atin y; es el ele-
mento con menor L3-valor con esta propiedad.
Recordemos que: 0 = 1;p1 +k;Y1, luego podemos expresar y; como
Ai 1

= — + !
n Ki—lp1 Ki—1Y1

Por lo tanto, ¢’ satisface todas las condiciones para aplicar la hipotesis de

recurrencia sobre m. Luego el hecho es cierto para y; =0, ¢ =0.

Podemos suponer que existe ¢y tal que el hecho es cierto para y; =0y
para todo ¢ < ¢p. Por verificar para c = ¢y, es decir, para el conjunto de expo-

nentes monomiales tales que existe un ¢y =1 tal que

(co+ 1) L3(y1) = L3(0)
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recordar que: o € ¢ con menor L3—valor entre todos los y; € ¢, pero o ¢
Zip1, Y1, Y13

Tenemos que en una iteracion del £—algoritmo se genera el conjunto de
exponentes monomiales, ¢’ tal que, en el peor de los casos, podemos supo-
ner que su L-eleccién A’ := {p’l,y’l,y’l,}, el L3-valor de y’l, no disminuye. Sin

embargo, el conjunto ¢’ contiene el elemento o —y; ¢ Z{p1,Y1,Y1}. Luego

((co=D+1DL3(y1) = L3(0 = 71)

Por la Observaci(’)n tenemos que o — 71, en la base A’ sigue cumpliendo

con la hipétesis p; = 0. Esto prueba que el hecho es verdad para y; =0.

Podemos suponer que que existe un entero g tal que para todo y; < ug

el hecho es verdad. demostrar el caso u; = uy.

Al iterar una vez el £—algoritmo, generamos el conjunto de exponentes
monomiales ¢’, recordemos que siempre podemos suponer, en el peor de los
casos, que para su L-eleccion A" := {p!,y},y}}, el L3-valor de ¥}, no dismi-
nuye. Sin embargo el conjunto ¢’ contiene los elementos 0 —y; y 0 —y; ¢
Z{p1,y1,71}- Como L3(y1) < L3(y), entonces L3(o —7;) es elemento en ¢’ con

menor L3—valor fuera del reticulo Z{p;,y1,y;} y como

o-yi=Aip1 +x;y1+ (Ho— Dy

Por la Observaci(’)ntenemos que o —v, en la base A/, sigue cumpliendo
con la hipétesis y; € Z. Por la hipétesis de recurrencia sobre pu;, se prueba
que el hecho es verdad para u; € Z y en consecuencia, para £3(y;) = k. Lo

que concluye la demostracion del segundo hecho. 0J

OJ

OBSERVACION 8. En virtud de los Lemas (3.1 y [3.2, dado un conjunto de
exponentes monomiales ¢, podemos suponer que ¢ satisface alguna de las si-

guientes condiciones:

1. ¢ posee un elemento primitivo con L3—valor igual a cero.
2. & posee dos elementos linealmente independientes con Ls—valor igual

a cero.
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3. La L—eleccién A del conjunto & forma una base de Z—médulo 7.

El siguiente hecho nos permitira estudiar los coeficientes de las combina-
ciones lineales en los conjuntos de exponentes monomiales ¢ que poseen un

elemento primitivo con £3—valor igual a cero.

HECHO 3. Sea ¢ = {p1,Y1,Y2,"**,Yr}, un conjunto de exponentes mono-
miales cuya L-eleccion es la terna A := {p1,y1,Y1}, tal que p, es primitivo,

L3(p1) =0y 0< L3(y1) < L3(y)). Considerey € ¢ en términos de la base A.

Yj=Ajp1+Kjy1+ujyr, dondedj, xj,uj €Q

Sikj,pjE€Z, entonces Aj € Z.

PRUEBA DEL HECHO. Sabemos que L;(y1) € Zy L;(y;) € Z parai€{l1,2,3}.
Al aplicar £, y £ a y; obtenemos:

Lr(yj)=Aj L1(p1) +x; Ly (y1) +piLr(y))

ez € VA ez
Lo(yj) =Aj La(p1) +x Lo (y1) + i La(yy).
~—— _ —— ——
€z €z €z €z

Al ser p; primitivo se tiene que £1(p1) y £2(p1) son primos relativos (re-
cordar que £ = (L1(x,y,2) = x, L2(x,),2) =y y L3(x,),2) = z)), en consecuen-
cial;e”Z.

[

En virtud de los Lemas 3.1]y[3.2} tenemos que, dado un conjunto de expo-
nentes monomiales ¢, entonces ¢ debe satisfacer alguna de las 3 condiciones

descritas en el siguiente diagrama.
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Conjunto de exponentes
monomiales general £.

Lema 3.1

Conjunto de exponentes
monomiales £ que contiene
un elemento con £3—valor 0.

Lema 3.

Lema 3.2
Lema 3.2
Conjunto de exponentes

monomiales £ con un
elemento primitivo cuyo

L3—valor 0.
Conjunto de exponentes monomiales & Conjunto de exponentes monomiales
que contiene dos elementos £ cuya L—elecci6n forma
linealmente independientes con Lz—valor 0. una base del Z—médulo Z3.

Tal como se mencioné en la Observacion |8, un conjunto de exponentes

monomiales ¢ tal que:

» no tiene dos elementos linealmente independientes con £3—valor igual
a cero.

» su L—eleccién no forma una base del Z—médulo 73,

se puede suponer que tiene la forma

62 {PI,YI;YZ,"' )Yl)"' ;Yr}»

ysu L-eleccién es A:={p1,Y1,Y:1}, donde p; es un vector primitivo con £3(p;1) =
0. Notemos que y2, ¥3,:-+, ¥i-1 son linealmente dependientes a y; y/o p;. En
efecto, si existe y; = A;p1+k;y1+iy;conl<i<ldonde A;, x; € Qy u; € Qxo,
entonces y; es linealmente independiente a p1, 1, lo que contradice el hecho
que A = {p1,71,Y1} se compone con la menor terna linealmente independien-

te segun el orden inducido por £, pues L(y;) < L(y}).

Desde ahora para un conjunto de exponentes monomiales que satisface

la opcidén 1 de la Observacion |8} utilizaremos la siguiente notacion:

6:{P1,51,52f",5t,Y1,Y2,"',Yr} (39)
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donde:
= La L-eleccién es la terna A := {p1,01,y1}, con L(p1) < L(61) < L(y1),
L3(p1) =0y 0=<L3(61) < L3(y1).
= p; es primitivo.
m §;=Aip1+x;01,con ;€ Q, x; €Qxp, paracada2<i<t.
» y;i=A;p1+Ki0;+uiy1con A, ki, 4 €Q, paracada2<i<r.
Respecto al orden inducido por £, podemos suponer que se cumplen las

siguientes desigualdades:
L(p1) <L(61) <L(b2) <-+-<L(6y)
L(61) < Ly1) <L(y2) <---Lyr).

LEMA 3.3. Sea ¢ un conjunto de exponentes monomiales de la forma(3.9,
la iteracién del L—algoritmo genera un conjunto de exponentes monomiales &'

que satisface alguna de las siguientes condiciones:

i. El conjunto &' contiene dos elementos linealmente independiente con
L3—valor igual a 0.

ii. La L—eleccion de conjunto &' forma una base del Z—médulo 73.

DEMOSTRACION. La demostracién del lema seguird por induccién sobre
L3(y1)-

HECHO 4. Supongamos que el conjunto de exponentes monomiales £ como

en (3.9), satisface que L3(y1) = 1. Entonces el lema se verifica para ¢.

PRUEBA DEL HECHO. Dado que el orden inducido por £ precisa la desi-
gualdad 0 < £3(61) < £3(y1), se tiene que £3(51) también es 1. Recordemos de
que los elementos del conjunto ¢ se puede representar como alguna de
las siguientes combinaciones lineales:

1.6j=Ajp1+xjb1,conA;€Q y x;€Qxy.
2. yi=Aip1+%;01+ piy1, con Ay, ki, i €Q

Desde la primera combinacién lineal, podemos observar que
£3(5]) = Kj£3(61)

como £3(61) = 1, se deduce x; € Z>. Luego por el Hecho [3| tenemos que A;

es un nimero entero.
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Desde la segunda combinacion lineal, tenemos que:

L3(yi) =A; L3(p1) +7<i£3(?1) +ui L3(y1) = ki + pi
=0 = =1
Como k; + p; debe ser un nimero entero positivo, se tiene que y; € Z siy
solo si x; € Z. Por el Hecho (3} si x; 0 u; son enteros, entonces 1; es un nime-

ro entero.

Luego, si para cada y; € ¢ de la forma y; = 1;01 + ;01 + ;y1, se cumple
que kx; 0 U; € Z, entonces la L—eleccion A = {pl,él,}q} forma una base del
Z-médulo Z3. En efecto, Z{p1,61,7:1} = 2 = Z5.

Por lo tanto, podemos suponer que existe y; € ¢ de la forma y; = A;p; +
K;01+u;y1 tal que x; y u; € Q\Z. Consideremos el elemento y;, € £ con menor
L~-valor, tal que x;, y u;, € Q\Z. Demostraremos por induccién sobre L3(y;,)

que se satisface el hecho.

Si L3(yi,) = 1, luego x;, + i, = 1, iterando una vez el L—algoritmo de Nash,
Yi, genera en ¢! los elementos
Yio — 01 = Aiyp1+ (Kiy — D1+ Wigy1-
Yip— Y1 = AipP1 +Kiy01 + (Uip — 1)y1.
Notemos que el elemento y;, —y; € ¢’ tiene £L3—valor 0 y es linealmente
independiente a p;, en efecto, x;, # 0y (1;, —1) # 0. Por lo tanto, se satisface

el lema para £3(y;,) = 1.

También estudiaremos el caso £3(y;,) = 2, dado que en una segunda ite-
racion del £—algoritmo podria haber un cambio de eleccién fuera del reticulo
Z{p1,61,Y1}. Si L3(y;,) =2, se tiene que «;, + ;, = 2, K;, Y Mi, € Q\Z, iterando
una vez el L—algoritmo de Nash, se generan en ¢! elementos de la forma:

6j—-61=24jp1+ (x;—1)6;
Yip — 01 =Aiyp1+ (Kiy — 1)81 + Wiy ¥1-
Yio = Y1 = Aigp1 +Ki,01 + (Hig — Dy1.
y en el caso que §; es linealmente independiente a los vectores 61, y1, se

genera el elemento

5j—p1:(/1j—1)p1+1<j(51
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Anélogamente en el caso que y;, es linealmente independiente a los vec-

tores 01, 1, se genera el elemento
Yio — P1 = (Aiy = Dp1+x;,01 + Wiy Y1

En particular, £L3(y, — p1) =2, L3(yi, —01) =1y L3(yi, — Y1) = 1.

Si la L—eleccion sigue siendo A = {p1,5 LY 1}, en la proxima iteracion del
L-algoritmo, se genera el conjunto ¢ que contiene al elemento y;, — 261 =
Aigp1 + (xiy —2)01 + pi,y1, cuyo Lz—valor es cero y es linealmente indepen-

diente a p1, pues p;, #0y (x;, —2) #0.

Si la £—eleccién cambia a una nueva terna A’ c ¢!, necesariamente un
elemento o € A’ reemplazard a §; o y;. Notemos que ¢ no puede tener la
forma 6; -6, 0 6 — p1, ya que se contradice la independencia de los ele-
mentos que componen A’, y tampoco se puede escribir como y;,—p1, ya que

L3(yi, — p1) =2, luego o puede tener alguna de las siguientes formas:

m 0=06;j-7y1,donde §; =A;p1+x;61y L3(6;)=1.
= 0=7;j—p1, donde y; = Ajp1 +x;01+pjyi conk; € Zo uj€Zy

L3(yj) =1

» 0 =yj—061, donde y; = Ajp1 +x;j61+pujyr conkj€Z o uj€Zy
Ls(yj) =2.

" 0 =yj—7v1, donde y; = Ajpo; +x;j61+ujy1 conkx; € Zo ujeZy
L3(yj) =2.

» 0=7;,—01,donde y;, = A;,p1+k;,01+;,y1 conk; € Q\Z o u;, € Q\Z.
» 0 =v;,—Y1,donde y;, = A;,p1+x;,01+,y1 conk;, € Q\Z o u;, € Q\Z.

En la préxima iteracion, se genera al menos uno de los siguientes elementos:

1. 61 —0, enel caso que d; ¢ A’

2. y1—0, en el caso que y; ¢ A/

donde o € A'\{p;} y L3(0) = 1. En cualquier caso, el vector generado tiene
L—valor cero. Ahora verificamos que cada opcién para o genera una elemen-

tos linealmente independiente a p;.

» Sio =6;-7, entonces el elemento §;—0 = —-A;p1+(1-x;)61+y; esli-

nealmente independiente a p;. En el caso que §; —0o ¢ ¢!, se tiene que
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el elemento y1—0 = —A;p1—%;61+2y; el cual también es linealmente
independiente a p;.
» Sio=y;—py, entonces 61 -0 =(1-A;)p1+(1—-x;)61— wj y1 el cual
—~—

#0
es linealmente independiente a p;. Por otro lado, si 61 —0 ¢ ¢ 1 se tie-

ne que el elemento y; -0 = (1-Aj)p1+ «x; 61+ (1—py;)y1, el cual es
—~—

#0
linealmente independiente a p;.

» Sioc=v;-6; entonces 61 —0 =-1;p1+(2—-x;)61 — ujy;, donde y; =
Ajp1+x;61+ujy1, notemos que L3(y;) = x; + pj =2,luegosipu;#
—~ =~

€z €z
0, se tiene que 61 — o es linealmente independiente a py, si uj =0 en-

tonces 6; —o = —A;p; lo que contradice la esencialidad del conjunto

&l De forma andloga, y1 — 0 = -Ajp1+ 1A =x;)61 — (1 - uj)yy, don-

de yj=Ajp1+x;61+pujy1, dado que L3(y;) = x; + pj =2, luego si
—~— =~

ez VA
Kj #1, se tiene que 61 —o es linealmente independiente a py, si uj =1

entonces 61 —o = —A1;p; lo que contradice la esencialidad del conjun-
to &1,

» Si o0 =y;—7v1, la prueba sigue de manera analoga al caso o =y; — ;.

» Si 0 =7y;,— 061, entonces 61 —0 = —A;,p1 + (2 —%;,)01 + uj,y1, donde
Yio = AigP1 +KiyO1 + HigY1 ¥ Kiy € Q\Z 0 pj, € Q\Z. de esta manera, el
elemento J; —o es linealmente independiente a p,. Del mismo modo,
el elemento y; —o = —A;,p1 + (1 —x;)01 + (1 + ;) y1, y como por defi-
nicioén de y;,, x;, € Q\Z o u;, € Q\Z se tiene que el elemento y; —o es
linealmente independiente a p;.

» Si o =vy;,—71,laprueba sigue de forma analoga al caso o = y;, — ;.

Luego, el hecho es verdad para £3(y;,) = 2.

Supongamos que todo conjunto de exponentes monomiales ¢ de la for-
ma descrita en tal que contiene al menos un elemento y;, de la forma
Aigp1 +x4,01 + i, y1 con x;, y Ky, € Q\Z, satisface el hecho. Lo verificaremos

para L3(y;,) = k> 2.



72 3. MODIFICACION DE NASH EN VARIEDADES TORICAS DE DIMENSION 3.

Iterando una vez el £—algoritmo, generamos el conjunto ¢! que contiene
los elementos
Yio=01Y Yip =11

tales que:

L3(yiy—01) = L3(yiy) — L3(01) =K + iy —1=k-1>1.
L3(yiy—71) = L3(yi,) —L3(01) =Ky + iy —1=k—-1>1.

Solo resta probar que ¢! satisface las mismas condiciones que la hipé6tesis

de induccion.

Si la L—eleccion sigue siendo A = {p1,01,Y1}, terminamos la demostra-

cion, pues el elemento y;, —y; se puede expresar como:

Yip=Y1= /liopl + Ki 01+ (tip =711
~—~ ——
€Q\Z €eQ\Z
y por la definicion de y;,, es directo que los coeficientes «;, y (u;, —1) €

Q\Z

Sila £—eleccién para ¢! cambia alaterna A’ = {p},67,7}}, entonces L3(57) <
L3(y}) = 1, pues debes tener menor L—valor que 0, y Y1, y por hipétesis
L3(y1) =1y0<L3(61) < L3(y1).

Si L3 (6’1) =0 el lema se satisface directamente, entonces podemos supo-
ner que £3(8}) =1y £L3(y}) =1, dado que y;, es un elemento con menor
L—valor con coeficientes racionales propios y £3(y;,) = kj, + i, > 2, los ele-

mentos

Yio=Y1Y Yip— 01 €A
Ademds, gracias a la observacion (7, al menos uno de ellos se puede ex-
presa de la forma A'p} +«'6' + p'y] tal que ¥’ y p’ € Q\Z. Lo anterior permite

concluir que el hecho es cierto.
OJ

Como se mencion6 anteriormente, la demostraciéon del lema se hara por
induccion sobre £3(y;). Gracias al Hecho |4} se tiene que el lema se cumple

para £3(y1) = 1, como hipétesis inductiva, suponemos que todo conjunto de



1. MODIFICACION DE NASH SOBRE VARIEDADES TORICAS DE DIMENSION 3. 73

exponentes monomiales ¢ de la forma descrita en (3.9) que contiene un ele-

mento

Yi=Aip1 +x;01+Uiy1

conk;ypu; €Q\Zy L3(y1) < h, satisface el lema. Lo verificaremos para £3(y)
h.

HECHO 5. Sea ¢ un conjunto de exponentes monomiales con las propieda-
des descritas en Entonces después de una iteracion finita del L-algoritmo
de Nash, se obtiene un conjunto de exponentes monomiales, &', con L-eleccion

A'={p},0',7}}, con p| = p1, que cumple alguna de las siguientes propiedades:

1. & satisface la conclusion del lema.
2. L3(6)) < L3(y)) < h yexistey' €'\ Z{p},58',v}} tal que h < L3(y') <2h

DEMOSTRACION DEL HECHO. Por principio de iteracién[l} supongamos que

¢ no satisface la conclusiéon del lema.

Entonces se tiene que al iterar el £L—algoritmo de Nash comenzando con
el conjunto ¢, tendriamos que cada nuevo conjunto de exponentes mono-
miales generado, ¢’, tiene L—eleccién A’ = {p/,§7,7}}, donde A’ no contiene
dos elementos linealmente independientes con £3—valor cero, A’ no es una

base del Z-médulo Z3. Luego existe y' € &'\ Z{p!, 67, 7]}

Sin perdida de generalidad podemos suponer que &' =¢, A=Ay 7y =
Yio = AjoP1+%K 01+ KjyY1.

Sea m := L3(yj,), notemos que siempre podemos reducir el valor de m,
en efecto, aplicando una vez el £—algoritmo, generamos el conjunto de ex-
ponentes monomiales ¢’, cuya L—eleccion es A’ = {p/,5’,y]}. Como los con-
juntos de vectores {y j;, 01,01} y {Y jy, £1, Y1} no pueden ser linealmente depen-
dientes simultaneamente, entonces en ¢’ se genera a lo menos uno de los

siguientes vectores:
Yio = Y1 Yjo — 01

En ambos casos se tiene que
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h<£3(’)/j0 —’)/1) <£3()/j0) =m

h<L3(yj,—61) <L3(yj)=m

Ademds, como en ambos casos el L£3-valor es estrictamente mas grande
que h, se obtiene que A’ = {p},87,7} < Z{p1,81,71}, en particular Z{p},07,y}} =

Z{p1,61,71}. Entonces se tiene que

Yj() _yl’ Y]O _61 e Z{plly6,1)'}//1}

en efecto, supongamos que y,—Y1 € Z{p},6',v1}. Como Z{p!,87,Y}} = Z{p1,01,71},

entonces Y j, = (Yj, —Y1) Y1 € Z{p1,61,71}. Lo que es una contradiccion. Ana-

logo para yj, — 1.

Luego, podemos suponer que el conjunto de exponentes monomiales ¢

con L—eleccion A = {p;,61,Y1} contiene un elemento
Yijo = AjoP1 +Xj 01+ Wjyy1 € Z{p1,61,71}
con menor £— valor, tal que
h < L3(yj,) <2h.

Por el argumento anterior, si £3(81) < £3(y1) = h, habremos probado el

hecho directamente.

Ahora supongamos que £3(61) = L3(y1) = h. Ademds, digamos que
h<Ls(yj,) <2h,

y que uj, # 0. Aplicando una vez el L—algoritmo, generamos el conjunto de
exponentes monomiales &, cuya L—eleccion es A’. Como Kj, # 0, entonces
Yj,» 1Y 01 son linealmente independientes, luego y;, —y1 € ¢'. Ademads se
satisface que
L3(yj,—r1) <h
Si L3(y}) < L3(yj,—Y1) < h, luego por hipétesis de recurrencia sobre  ten-
driamos que se satisface el lema, y por lo tanto el hecho. Entonces, podemos

suponer que £3(67) < L3(yj, —v1) ¥ L3(y}) = h.
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En particular se obtiene que

L£3(87) < L3(y))

Si Z{p},08,, v} = 73, habremos probado el lema para este caso. Considere-
mos Yljo € ¢’ el elemento con menor £—valor dentro de los )/’j = /l’j P+ 1<’j6’1 +
,u’jy’l € ¢ con y’j ¢ Z{p},07,7}. Si L3 (y’jo) < 2h, se prueba el hecho. Suponga-

mos que

2h<m:=Ls(y}).

Como se realizo anteriormente, podemos considerar una secuencia de
iteraciones del £-algoritmo del conjunto ¢’ para bajar el m y probar el he-

cho para el caso h < L3(yj,) <2hy que puj, #0.
El caso h < L3(y,) <2h con que pj, =0 es andlogo a lo anterior.
Nos falta estudiar el caso L3(y,) € {h, 2h} con L3 (01) = L3(y1) = h.

Observe que
L3(yjo) = (Kj, +pj)h

Entonces «j, + uj, € {1,2}. Como (xjy, j,) € 72, tenemos que Kjp 70y
Hjo # 0.

Aplicando una vez el £—algoritmo, generamos el conjunto de exponentes
monomiales ¢’, cuya L—eleccién es A’ = {p},07,7}}. Como i, # 0 los conjun-
tos de vectores {y jo,p1,6 1} son linealmente dependientes, entonces en ¢’ se

genera el siguiente vector
Yi—Y1€ ¢!

De forma andloga, se obtiene que v, — 61 €¢’.

Supongamos que L3 (y’].o) = h. Como L3(61) = L3(y1) = h, obtenemos que

L3(yjo—r1) =0
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El vector yj, ¢ Z{p1,01,Y1}, entonces y j, — Y1, es linealmente independien-

te de p; (ver Hecho|3|). Lo que prueba el hecho en el caso L3 (}/’].0) =h.

Ahora supongamos que L3 (y’jo) = 2h. Iterando una vez, obtenemos que
Yio— Y1 Yjo—01, Y1, 61 son elementos de &' que satisfacen que:

L3(yj,—711) =L3(yj,—61) =L3(y1) =L3(61) =h

Sea A’ = {p],6!,7}} lanueva eleccién para ¢'. Podemos suponer que L3(y}) =

L3 (6’1) = h, en el caso contrario habriamos probado el hecho.

Supongamos que A’ € Z{p1,81,Y1}. Ademds, supongamos que

son linealmente dependientes de forma simultanea, entonces existen nime-

ros racionales a;, b, tales que
! !
Yjo—Y1=a1p] + az20;

Yjo— 01 =b1p} +bay;
Como L3(yj, —v1) = L3(yj,—61) = L3(61) =hy p’1 = p1, obtenemos que

a, = by = 1. Luego

Y1—=061+ (a1 —b1)p1=0

lo que contradice que p;,01,Y1 son linealmente independiente. Luego al-
guno de los conjuntos {y;, —y1,p},87} y {vj, —01,p},6}} es linealmente inde-
pendiente. Supongamos que {y;, —v1,p},6}} lo es. Entonces en una préxima

iteracion podemos generar el elemento

Yio=Y1- 71
Observe que L3(y j,—y1—Y}) =0y que y,—Y1—Y} no pertenece Z{p1,61,Y1}.
Luego es linealmente independiente a p; (recordar que p; es primitivo), lo
que prueba el lema y por lo tanto el hecho. La demostracion es andloga si

{Yjo —61,p7,07} es un conjunto de vectores linealmente independientes.
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Ahora supongamos que A’ & Z{p,,81,y1}. Entonces yj, —y1 € A"y y1 ¢ A'.

Sea ¢"” una iteracion sobre ¢’ del £-algoritmo.
Supongamos que y; =yj, — V1.

Recuerde que xj, # 0y pj, # 0. Luego y1,7j, — 1,0} son linealmente in-
dependientes. Entonces y; — 0 pertenece a ¢”. Si y; —8] y p] = p1 son lineal-
mente independientes, habremos probado el lema y en particular el hecho.
Luego podemos suponer y; —§] y p1 son linealmente dependientes. Como p;

es primitivo y 5(6’1) < L(y1), obtenemos que existe a € Z tal que

8 =ap1+7
En particular §; ¢ A'. Pero observe que 61,07, p} = p1 son linealmente in-

dependientes. Entonces en una préxima iteracion podemos generar el ele-

mento
61=71=81~(¥jo =11
Este elemento tiene £3-valor igual a cero y es linealmente independiente

de pj, porque yj, ¢ Z{p1,01,Y1} (ver Hecho[3).

El caso §) =y, — 71 es andlogo. Lo que termina la prueba del hecho en el
caso L3 (y’jo) =2h. O

Para terminar la demostracion del lema, consecuencia del Hecho [5) po-
demos suponer que el conjunto de exponentes monomiales ¢ satisface las

siguientes condiciones:

» Su L—eleccion A = {p;,61,y1} cumple con £3(61) < L3(y1)-
» Contiene un elemento minimal yj, = 4,01+ j,01+1j, Y1 € Z{p1,61, 71}
tal que h < L3(yj,) <2h.

Iterando una vez el £L—algoritmo, generamos el conjunto ¢’ con £—eleccién

A'={p| =p1,0},7}}. Ademas el vector v, —v1 € ¢’ satisface que
L3(yj—r1) <h
Como vy, —v1 ¢ Z{p1,61,71} se tiene que:

Yio~71 en
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En el caso que y} =y, — 71, por hipétesis de recurrencia sobre h, tendria-
mos que se satisface el lema.

Si 6] =vj,—v1Y L3(y}) <h, por hipétesis de recurrencia sobre &, también

se satisface el lema.

Entonces digamos que 6] =y, —v1 Y £3(y}) = h. Recordemos que pode-
mos suponer que en ¢’ existe un elemento minimal 7/’].0 ¢ Z{p\,6,7}}, pues

en caso contrario la £L—eleccion seria base del Z médulo Z3.

En virtud del Hecho |5, podemos decir que h < L3 (y’jo) < 2h, Aplicando el

L—algoritmo una vez, se tiene que
/ / i
Yo~ Y1€¢

Al igual que antes, )/’].0 -y € Z{p, 00,7}y y’].o -y €A".Si L3(y]) < h, por

hip6tesis de recurrencia sobre #h, se satisface el lema.
En el peor de los casos, tendriamos que:
5” = ’)/’]0 — )//1 Yy que ,Cg()//ll) = h.

Notemos que de persistir el caso £L3(y!) = h, la finitud de enteros no ne-
gativos menores que h y la desigualdad estricta en los elementos de la £—
eleccion, garantiza que la iteracion finita del £—algoritmo genera 2 elemen-

tos en la eleccién con £3—valor 0. Lo que termina la demostracién del lema.

OJ

DEFINICION 3.1. Sea ¢ ={p1,61,02,-*-,01,Y1,Y2,-**,Yr} un conjunto de ex-
ponentes monomiales con L-eleccion A = {p1,61,y1}. Diremos que un isomor-

fismo T :R3 — R® es trivializante si:

L (T(p), 761, T(yD) = (e, e, e3)
2. Preserva las elecciones sucesivas. Es decir, para algun s € Z, se tiene

que después de s iteraciones del L-algoritmo de § tenemos un cambio
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de eleccion N' = {p!,87,7!} si y solo si después de s iteraciones del L-
algoritmo de T (§) tenemos un cambio de eleccion A" = (€|, €,, €.} y mds
atin (T(p}), TG, TWY) = (€,, €, )

Observe que esto no implica que 7 preserve el £-orden, esto en general

es completamente falso.

LEMA 3.4. Dado un conjunto de exponentes monomiales ¢ de alguna va-
riedad torica esencial tal que la L—eleccion A forma una base del Z—modulo
73, entonces después de una cantidad finita de iteraciones del L—algoritmo de
Nash, se obtiene un conjunto de exponentes monomiales {' que satisface algu-

na de las siguientes condiciones:

i. &' contiene dos elementos linealmente independientes con L3—valor 0.
ii. &' tiene cardinalidad 3.

iii. Para &' existe un isomorfismo lineal T : R® — R3 trivializante.

DEMOSTRACION. Por Principio de iteracion |1, supondremos que durante
las iteraciones realizadas no se cumple ii. del lema, ya que esto termina la

demostracion.

Consideremos un conjunto de exponentes monomiales esencial

E=1{01,01,02,-, 06,71, 72, Y}

con las caracteristicas descritas en (3.9) y supongamos que la £—eleccién
A = {p1,01,71} forma una base para el Z-mddulo 73, Bajo estas hipdtesis,

cualquier elemento 6 € ¢ con 2 < j < t, puede expresarse como:
6j=As;p1+K5;01 con As;, Ks; €Z
y cualquier elemento y; € ¢ con 2 <i < r, puede expresarse como:
Yi = Ay p1+ Ky, 01+ Hy; Y1, €ON Ay, Ky, fy;, €2

Dado que ¢ es un conjunto de exponentes monomiales esencial de una
variedad tdrica singular, no todos los coeficientes pueden ser positivos. Mds

precisamente:

Para §; € ¢ se tiene que

/16]- €”Z<o Y Ks; €729
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(x) Para y; € ¢, considerando que L3(y;) = 0, se satisface alguna de las

siguientes condiciones:
1. Ay, €2, %y, €Z<0 Y Hy; € Z>o.
2. Ay, €Z,xy, €Z50 Y ly, € Z<o.

3. /11' €”Z<, Ky, € Zsg Y ly; € Zy.

Los siguientes hechos prueban el lema. Primero estudiaremos la condici6n 3.
de (x).

HECHO 6. Sea ¢ ={p1,01,02,---,04,Y1,Y2,-*,Yr} un conjunto de exponen-

tes monomiales tal que:
" b= /15jp1 +1<5j61, con Agj €Z< Yy Ks; € Z>0, para todo2<j<t.
" Y= Ay, 01+ Ky, 01+ Uy, Y1, CON Ay, € Z<o, Ky, € Z50 Y by, € Z50, para

todo2<i<r.

Entonces existe un isomorfismo trivializante de ¢.

DEMOSTRACION DEL HECHO. Como tenemos que
" 5= /15jp1 +1<5j61, con /15]. €Z<0 Yy K5, € Z>o, para todo2<j<t.
= Yi = Ay, 01 +Ky;01+ Uy, Y1, cOn Ay, € Z<g, Ky, € Z>0 Y Hy,; € Z50, para

todo2<i<r.

Los elementos de ¢ pertenecen a la region, R, delimitada por los semipla-

nos

Hy =Rp; +Rx061 y Ho =Rp1 +Ro71,

ver la siguiente figura



1. MODIFICACION DE NASH SOBRE VARIEDADES TORICAS DE DIMENSION 3. 81

FIGURA 3. Representacion grafica de la region R

Notemos que un elemento de la forma 6 ; = Agj 01 +1<5].6 1, con /15]. €Z<yy
Ks; € Zy, pertenece a H;, en consecuencia, en la iteracién del £—algoritmo
no se genera el elemento 6; —y;. Andlogamente un elemento de la forma
Yi = Ay;P1+ Hy; Y1, con Ay, € Z<o Y Wy, € Z5o pertenece a H y no genera

el elemento y; —0;.

En otras palabras, un elemento que pertenece a un semiplano, solo gene-

ra elementos en el semiplano.

Por otro lado, al aplicar el £—algoritmo a un elemento de la forma y; =
AyiP1+Ky; 61+ ly, Y1, cOn Ay, € Z<o, Ky, € Z>0 Y Hy; € Z50, puede generar
elementos de la forma

Yi—ap1—Dbé1—cn

donde b < «xy,; y ¢ < yy,;, en otras palabras, un elemento al interior de la
la region R, puede generar elementos al interior de R y a lo mds generar ele-
mentos en los semiplanos, pero en ningun caso un elemento fuera de R. Lue-
go la region R es estable por las iteraciones del £-algoritmo, es decir, después
de un namero finito de iteraciones, se obtiene un conjunto de exponentes

monomiales ¢’ < R.

En particular, podemos iterar el £—algoritmo hasta que algin elemen-

to de la forma vy, = Ay, p1+ Ky, 01+ fy, Y1, con Ay, € Z<o, Ky, € Zz0 Y



82 3. MODIFICACION DE NASH EN VARIEDADES TORICAS DE DIMENSION 3.

Py, € Z>0 con Ky, + iy, minimal, genere un elemento en el semiplano H,;
con menor £—valor que 4, y otro en el semiplano H, con menor £ que y;.
Notemos que después de ky, + iy, —1 iteraciones, se obtiene el conjunto &,

cuya L—eleccion es A’ = {p/,8],7]}, donde

L p;=p1
2.0 = As, p1+01 donde A5 <0
3. Y1 =4y, p1+71 donde 1), <0.
Entonces para probar el hecho basta encontrar una transformacion lineal
T que preserve el £-orden de los semiplanos H;, H,. Observe que no nece-

sariamente debe preservar los ordenes en la region R.

Consideremos el isomorfismo lineal
T® =(61xy1-X, Y1 % p1°X, p1 x 51 °X)
donde x = (x, y, z). Observe que:
T(p1) =e1, T(61) = ez, T(y1) =es,

M4s aun, para cualquier 6 = A5p1 +x561 € Hy yy = Ayp1+yy1 € H> tene-

mos que

T(6) = (A5,%5,0) y T (1) = (41,0, 11

Consideremos 6 = Asp1 + k501 ¥ 5= Asp1+x3061 dos elementos en Hj,
luego A5, A5 €Ry x5, kK5 €Rx. Si

L©B)<LOB) = L36)<L38)
= KsL3(01) =k5L3(61)
= K§= Ks

Ahora observe que

= Si x5 <k, entonces es directo que £ (7' (5)) <L (T(S))

» Si k5 =Kg, entonces

Lo6)<L2(6) = AsL2(p1) +K5L2(81) < AgL2(p1) +K5L2(61)
= AsL2(p1) = AgL2(p1)
= 15 < 15,
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En consecuencia £ (7' (5)) <L (T (5)) Lo anterior es andlogo para ver que T

preserva los ordenes en H,. Esto termina la prueba del hecho. O

HECHO 7. Sea ¢ un conjunto de exponentes monomiales tal que existe un
Yi € ¢ que satisface la condicion 1. o 2. de (x). Entonces después de una can-
tidad finita de iteraciones del L—algoritmo de Nash, se obtiene un conjunto
de exponentes monomiales &' que satisface el lema o las hipétesis del hecho

anterior.
DEMOSTRACION DEL HECHO. Consideremos el elemento

Ys= /1?’5101 + KYS61 +ILLYSY1

con el menor L£-valor que satisface la condicion 1. o 2. de (%), luego A, € Z,

Ky, €Z<0y Hy, € Z>p O bien Ay € Z, ky € Z50 Y py, € Z<o.
Notemos que graficamente Y, se sittia por arriba del plano H; y por de-

bajo de plano H-. O bien se sittia por abajo del plano generado por H; y por

arriba de plano H,.

T

=0

PL
81

FIGURA 4. Representacion gréafica de un elemento que satisfa-

ce la condicién 2. de (%)

Desde (3.9), sabemos que los elementos de ¢ satisfacen el siguiente orden

L(p1) < L(61) < L(b62) <-+-<L(6y)
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L(001)<L(y1) <+ <Lys) <--<L(ys)

Dado un elemento 0 € ¢, entonces tenemos 0 = Aypp; + kg1 + UgY1- Sea
5R2{9€f|/1950,1<920,/.1920}.

De la definicién de ¢ se obtiene que:

RS

bjedp, 1=sj=t

Yj€¢p 1=j=<s-1

Sea ¢! el conjunto de exponentes monomiales obtenido al realizar una

iteracion del £-algoritmo. Observe que los elementos de ¢r solo generan ele-
mentos de 6}? = {9 €l xg=0,ug = O}. En efecto, dado 6 € &g, entonces 8 -9,
se genera si y solo si kg = 1, anédlogo para 0 —y;, este se genera si y solo si
o = 1. De hecho, una iteracién sobre el conjunto {g se comporta como el

conjunto de exponentes monomiales del Hecho [6]

Procedemos la demostracion por induccion sobre L3(ys). Si £3(ys) = L3(y1),
iterando una vez el L—algoritmo, se genera el elemento ys—7y; = Ay,p1 +
Ky,01 + (ty, —1)y1 cuyo L3—valor es cero y es linealmente independiente a

p1, yaque Ky #0y py —1#0.

Supongamos que todo conjunto de exponentes monomiales ¢ que con-
tiene al menos un vy, € ¢ minimal con £L3(y;) < k, satisfaciendo la condicién
1. 0 2. de (), después de una cantidad finita de iteraciones del £—algoritmo
de Nash se obtiene un conjunto de exponentes monomiales ¢ que satisface

el hecho. Lo verificaremos para L3(y;) = k.

Realizando una iteracion del algoritmo, se generan los elementos
Ys—Y1=AyP1+Ky 01+ (y, — D1
Si el cambio de £-eleccidn se genera a partir de elementos de ¢, enton-
ces la terna A" = {p/,8],7}} tiene la forma:

L. py=p1
2. 6} =g p1+061 donde A5 <0



1. MODIFICACION DE NASH SOBRE VARIEDADES TORICAS DE DIMENSION 3. 85
/I
3.7,= /1y/lp1 + v, donde /17,/1 <0
luego £3(57) = L3(61) y L3(y}) = L3(y1). Ademds observe que

Ys=Y1= Ay, p1+ Ky, 01+ (Uy, = Dy1 = A} 0] +xy, 07 + (fy, — Dy}

L3(ys—7v1) < L3(ys).

Andlogo para y;—0;.

Luego se tiene que ¢! satisface las condiciones de la hipétesis inductiva.

Entonces ¢ satisface el hecho.

Supongamos que A’ no se genera a partir de elementos de ¢. Entonces
por el orden declarado en (3.9), la terna A’ contiene al menos uno de los si-

guientes elementos

Ys—=01=Ay,p1+ Ky, — 101+ y,y1 ¢ &R
Ys—7Y1=Ay,p1+Ky 01+ (Uy, — Dy1 € &R
Notemos que la nueva L—eleccién para ¢' define un nuevo conjunto ¢},
tal que &g < ;. Si &' = &L, nos encontrarfamos en la hipotesis del Hecho
@ lo que termina la demostracién. Supongamos que ¢! contiene al menos
un vy, que satisface la condicién 1. o 2. de (x). No necesariamente se tiene
que L3(y%) < k, sin embargo los £3—valores de los elementos en la nueva
L—eleccion A’ son menores respecto a los £3—valores de la £L—eleccion an-
terior A, pues L3(ys—v1) < L3(ys—061) < L3(y1). Lo que permite realizar un
argumento por recurrencia.
Es decir, si realizamos una iteracion finita del £—algoritmo de Nash a del
conjunto de exponentes monomiales ¢ se genera un conjunto de exponentes

monomiales ¢’ que satisface algunas de las siguientes condiciones:

a) Existe una iteracion tal que ¢, = ¢'. En cuyo caso se satisface las hip6-
tesis de hecho[6} lo que termina la demostracion.

b) Para toda iteracién de tiene que ¢ }? C &', Entonces existird una itera-
cién ¢’ que contiene dos elementos linealmente independientes con
L3—valor 0. En efecto, si suponemos que para toda iteracion k, se tie-

ne que ¢ 1’; C &k, entonces siempre se reduciran los £3—valores de la



86 3. MODIFICACION DE NASH EN VARIEDADES TORICAS DE DIMENSION 3.

L—eleccién A¥, como los £3—valores son niimeros enteros no nega-
tivos, se garantiza que eventualmente llegaremos a una iteracion ky
del £—algoritmo, en donde la £—eleccién para el conjunto &0 inclui-

r4 dos elementos linealmente independiente con £3—valor igual a 0.

OJ

El lema sigue de los hechos anteriores.
OJ

En virtud de los Lemas y B.4} podemos suponer que el con-
junto de exponentes monomiales ¢ contiene dos elemento linealmente inde-

pendientes con L£—valor 0, o bien para ¢ existe un isomorfismo trivilizante.

Tal y como lo describe el siguiente diagrama.

Conjunto de exponentes
monomiales general £.

Lema 3.1

Conjunto de exponentes
monomiales £ que contiene
un elemento con L3—valor 0.

Lema 3!

Lema 3.2
Lema 3.2

Conjunto de exponentes
monomiales £ con un
elemento primitivo cuyo

L3—valor 0.
Lema 3.3
Conjunto de exponentes monomiales £ Conjunto de exponentes monomiales
que contiene dos elementos ¢ cuya L—eleccién forma
linealmente independientes con .£3—valor 0. Lema 3.4 una base del Z-médulo Z°.

Lema 3.4

Para el conjunto de exponentes
monomiales &, existe un isomorfismo
lineal 7 : R* - R? trivializante.

Si para ¢ existe un isomorfismo trivilizante 7 : R> — R3, por Definicién

se tiene que 7 (¢) tiene dos elemento linealmente independientes con
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L—valor 0 y un elemento con £3—valor igual a 1.

Si ¢ es un conjunto de exponentes monomiales que contiene dos elemen-

to linealmente independientes con £—valor 0, entonces ¢ tiene la forma

62 {PI;PZ;"' ’ply"' )pS)YlyYZr"' ;Yr}; r>1 (310)

donde

» L3(p;))=0paral<i=<s
» L3(yj)>0paral<j<r

= Supongamos que el orden inducido por L es:
L(p1) <L(p2) <-+-<L(pp) <---<L(ps) <L(y1) <L(y2) <---<L(y;) G.11)

= p; es el elemento con menor £—valor que es linealmente indepen-
diente a p;.

En el siguiente lema se demostrard que dado en conjunto ¢ de la forma
descrita en [3.10, entonces la iteracién del £—algoritmo de Nash genera un
conjunto de exponentes monomiales ¢’, que contiene dos elementos lineal-

mente independientes con £—valor 0 y un elemento con £3—valor igual a 1.

LEMA 3.5. Dado un conjunto ¢ de exponentes monomiales esencial de la
forma descrita en 3,10}, entonces la iteracion del L—algoritmo de Nash genera
un conjunto de exponentes monomiales esencial ', que contiene dos elemen-

tos linealmente independientes con L—valor 0 y al menos un elemento cuyo
Ls—valores 1.

DEMOSTRACION.

Dado un conjunto de exponentes monomiales de la forma descrita en

3.10, se tiene que la L—eleccién para ¢ es la terna A = {p1,p;,y1}-

Consideremos en ¢ los siguientes conjuntos disjuntos:

» {o ={pi |1 =<1i < s} compuesto por todos los elementos de ¢ cuyo
Ls—valor es cero.
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» {c ={yj | 1 = j < r} compuesto de todos los elementos de ¢ cuyo

L3—valor es mayor a cero.

Observemos que la equivalencia Z¢ = 73, implica que el maximo comtin
divisor de los £3—valores de ¢ es 1. En otras palabras, siy; = (a}, bj,c;) para

todo 1 < j <r, entonces
mcd(cy,c,0+,00) =1

ya que se debe generar el elemento e3 = (0,0,1).

Notemos que cada y; con 1< j <r se puede expresar de la forma

Yj=Ajp1+Kjpr+ Y1

donde A}, xj € Q y p; € Qxo, por Observacion y@ tenemos que en una

iteracion del L£—algoritmo, cada y; genera el elemento y; — 1, con L3(y; —

Y1) =c¢j—c1.

Por otro lado, por propiedad del maximo comun divisor, se tiene que los

L3—valores no nulos de ¢! también debe ser 1. Es decir:
mcd(cy,co—C1,y.Cr—C1) =1

Por la forma del conjunto ¢ declarada en[3.11} y en vista que la L—eleccién
debe ser linealmente independiente, todos los elementos generados por p;
(i #1,1) en iteraciones del £—algoritmo, tiene £3—valor 0 y solo podrian sus-
tituir en la £—eleccién a p;, p; o ambos, pero no al vector y;, por otro lado,

los elementos generados por y; (j # 1), podrian sustituir en la £—eleccion a

V1.

El Principio de Iteracion 1]y la Observacion [7]indican que cualquier cam-
bio en la L—eleccidon A de los elementos p; o p;, resulta irrelevante para la
demostracion, ya que en el peor de las casos, el conjunto generado mantiene
las mismas propiedades que el conjunto original {. Desde ahora solamente

nos preocuparemos de los casos donde el vector y; € A es sustituido.
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Notemos que el £L—orden sugiere que el elemento y» es el primer candi-
dato en sustituir en la £L—eleccion a y;. Podemos iterar el £—algoritmo, hasta

encontrar un k; € Z- tal que

L3 (y2— (k1 =Dy1)>L3(y1) v Ls(y2—kiy1) < L3(y1)

Si L3(y2—kyy1) = L3(y1), significa que L3(y2) es multiplo de £3(y;). En es-
te momento el elemento y, — k;y; podria reemplazar a y; en la L—eleccién
para %1, Considerando que estamos interesados en su £3—valor, por abu-
so de notacion, seguiremos denotando por y; el vector perteneciente a la

L—eleccién cuyo L3—valor es mayor que 0 (ver Observacién [7).

Por el Principio de Iteracion |1, seguimos iterando el £—algoritmo hasta

algin k; € Z talque:

L3 (ys—(ke=Dy1)>Lsly1) vy L3(ys—key1) < L3(y1)

si L3 (ys — k2y1) = L3(y1) significa que también L3(y3) es multiplo de £3(y1).

Notemos que no todos los £3—valores pueden ser multiplos de £3(y1),
pues mcd(cy, c2,-++,¢r) = 1, entonces existe un elemento y’ € ¢, minimal res-

pecto al orden inducido por £, tal que:

L3y —ky1) < L3(y1)

De esta manera, obtenemos un nuevo conjunto de exponentes monomia-
les &* tal que el maximo comuin divisor de los £3—valores no nulos es igual a
1y con un elemento de la forma y—ky; con 0 < L3(y—ky1) < L3(y1). Es decir,
nos encontramos en la misma condicion inicial, pero con una mejora en la
L—eleccion respecto a sus L3—valores. Un argumento de recurrencia sobre el
L3—valor de ¥y’ — ky; nos permite concluir que la iteracién del £—algoritmo

de Nash genera un elemento con £3—valor igual a 1. 0J

OBSERVACION 9. El elemento y — ky, con Ls—valor igual a 1, determina-
do en el Lema[3.5, puede asumirse como es, en efecto siy — ky, tiene la forma
(a,b,1) y es minimal respecto al orden inducido por L. Aplicando el isomor-
fismo lineal T'(x,y,z) = (x—az,y— bz, z), obtenemos T(a, b,1) = (0,0,1). Por lo
tanto, podemos suponer que el conjunto de exponentes monomiales inicial ¢

contiene a es y dos elementos linealmente independiente con L3—valor 0.
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Notemos que para caso donde ¢ admite un isomorfismo trivializante, se tie-
ne que T ({) contiene a ey, e; y e3, lo que es un caso particular del resultado
obtenido en el Lemal3.3

Desde ahora, podemos suponer que el conjunto de exponentes mono-

miales inicial ¢ tiene la forma

éZ{PerZ;"')PS»Yl:eSyYZr“',Yr} (312)

donde

» L3(p;))=0paral<i<s
» L3(yj)zlparal<j<r,

= el orden en ¢ inducido por L es:
L(p1) < L(p2) <---<L(p)) <--- < L(ps) < L(e3) < L(y2) <--- < L(yy)

= p; es el elemento con menor £—valor que es linealmente indepen-

diente a p;.

LEMA 3.6. Sea ¢ un conjunto de exponentes monomiales de la forma|3.1
entonces la iteracion del L—algoritmo genera un conjunto de exponentes mo-
nomiales &' tal que Z&y = Z* x {0}, donde & := {p € &' | L3(p) = 0}.

DEMOSTRACION. De acuerdo con la descripcion de ¢ dada en[3.12} tene-

mos que la £L—eleccion es la terna A = {p1, p;, e3}.

Si Z&y = Z% x {0} no hay necesidad de realizar ninguna demostracién. Aho-
ra, supongamos que Z¢&g # Z2 x {0}. En este caso, dado que Z¢ = 73 existe un

subconjunto { € ¢ tal que Z2 x {0} < Z{.

Digamos que el conjunto ¢ tiene la forma { = {01,072, --,0} y que el orden

inducido por L es

L) <L(o)<---<L(0y) (3.13)

Demostraremos el lema por principio de induccién sobre el £3(o ).
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Si L3(0;) =1, existe un entero 1 < j < ¢, tal que £3(0;) =0 para todo i < j
y £3(0;) =1 para todo i = j, iterando una vez el £—algoritmo, cada o; genera

los siguientes elementos:

m g;—p;paratodo1<i<t.
m g;—p;paratodo1<i<t.

= g;—e3paratodoi=j.

Notemos que el subconjunto

{or,0i—pr,op—esll<i<j, h=jlcé&

mantiene toda la informacion de las componentes 1 y 2 de todos los elemen-

tos o; € {. Por lo tanto es directo que Z?x {0} c Zcf(l), lo que implica la igualdad.

Supongamos que todo conjunto de exponentes monomiales ¢ que con-
tiene un subconjunto { tal que Z? x {0} € Z{ con L3(0) < k satisface el lema,

lo verificaremos para L3(o;) = k.

Para usar la hipétesis de induccion se debe verificar que el conjunto de
exponentes generado satisface las mismas caracteristicas del conjunto ini-
cial ¢, es decir, su L—eleccion contiene 2 elementos linealmente indepen-
dientes con L£—valor 0 y al vector canénico es, notemos que la iteracion del
L—algoritmo en el peor de los casos mantiene los £3—valores de los elemen-

tos de ¢! respecto a los de €.

Consideremos el conjunto de exponentes monomiales { con L£—eleccion

A ={p1,p1,e3} y el subconjunto { = {o1,0,,---,0,} tal que Z? x {0} < Z(.

Por el £L—orden en { descrito en [3.13] existen enteros ji, j2, j3 v ja tales

que:

L3(0;)=0paratodo1=<i<jj.

L3(0;) =1paratodo j; <i< jo.

L3(0;) =2 paratodo j, <i < js.

2< L3(0;) < k paratodo jz<i< j.

L3(0;) =k paratodo jy<i<t.

Aplicando una vez el £-algoritmo, cada o; € {\A genera los elementos
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mg;—prparal<i<t.
m g;—prparal<i<t.
= g;—e3 paratodo i > ji.
Considerando que al restar e, solo se altera la tercera coordenada, la ite-
racion del algoritmo permite conservar toda la informacion de las coordena-
das 1y 2 de los elementos o; con i > j;. Entonces si no hay cambio en la

L—eleccion, podemos considerar el subconjunto
(' =1{p1,p1,€3,0;—p1(con 1<i<j,),0;—es(con jy<i<t)|o;el\A}c¢!

notemos que Z2 x {0} = Z{!' y como todo elemento en ¢! tiene £3—valor me-

nor que k, la hipétesis de induccién permite concluir el lema.

Por otro lado, si para la proxima iteracion hay cambios en la £L—eleccidn,
significa que:
i. Algiin elemento de la forma o;—e3 con j; <i < j,, 0;,—p1 00;—p;
con i < j; reemplaza a p; o p; 0 ambos.
ii. Algan elementos de la forma o;—e3 con jo <i<j3, 0;—p100;—pP;
con j; <i < j, reemplaza a es.
iii. Ocurren i. y ii. simultdneamente.
Supongamos que para el caso i. la nueva L£—eleccién sustituye a p;, en-

tonces el mismo conjunto
(= {pl,pl,eg,ai —pi(con1<i<jj),o;—es(con js<i<t)|o; e(\A} c &t

como todo elemento en {! tiene £3—valor menor que k, la hipétesis inducti-
va permite concluir que Z* x {0} = Z&;. Por otro lado, si la nueva L—eleccién

sustituye a p;, entonces se puede considerar el conjunto
(2= {pl,pl,eg,ai —pj(con1<i<jy),0;—es(con js<i<t)|o; e(\A} cé!

como todo elemento en {? tiene £3—valor menor que k, por hipétesis induc-
tiva podemos concluir que Z* x {0} = Z¢&;. Por ultimo, si la nueva £L—eleccion
sustituye a p; y p;. Digamos que o, —y es un vector en la terna A’, con
1<ip < j», Yy € {p1,p1,€3}, entonces en la proxima iteracion del L—algoritmo
el conjunto &2, entre otros, contiene a los elementos

" Oi Y-

= 01— (04 —7Y).
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. pl_(aio _Y)
m 0, —-p1—(0j,—y)paral<i<t, i#lip.
m g;—e3—(0j,—y) para j1 <i<t{, i#li.

= g;—2ez para jo<Ii=<TI.

consideramos el subconjunto {® que contiene los siguientes elementos de &2:

Uio_Y-
p1— (g —7).
pr— (i —7).

oi—p1—(0j,—7y) para (1 <i < jp,i# ip).

o;—2ezpara (jo<i<t)

luego, al igual que antes, el subconjunto {3 tiene toda la informacién de las
coordenadas 1 y 2 de todos los o; € {, y como los elementos de {° tiene
L3—valor menor que k, la hipétesis de induccién permite concluir el lema

para el caso i.

Para el caso ii. y iii. el resultado es directo, ya que si se debe sustituir es,
podemos aplicar el isomorfismo lineal definido en la observacion [9 el cual
permite recuperar en la £—eleccion a es y ademas T fija los elementos en
72 x {0}, esto significa que los cambios en la L—eleccién de los elementos de
L—valor 0 son los criticos, pero esto ya se analiz6 en el caso i. Luego 7% x{0} =
ZT({). Lo que termina la demostracion del lema

0J

OBSERVACION 10. Segtin el Lemal3.6, dado un conjunto de exponentes mo-
nomiales ¢ asociado a alguna variedad torica, podemos asumir que el sub-
conjunto &y compuesto por todos los elementos de  con L3—valor 0, genera
Z?% x {0}. Por otro lado, en el trabajo de Duarte [5] se demuestra en los Le-
mas 2.2.6, 2.2.7 y 2.2.8, que todo conjunto de exponentes monomiales esencial
§cZxZ tal que (Z = 72, la iteracion del algoritmo de Nash fijando una rec-
ta L de pendiente racional, conduce a un conjunto de exponentes monomiales

esencial &' que contiene los elementos candnicos (1,0) y (0,1).

Recordemos de la Observacion [4, que las iteraciones del L—algoritmo de

Nash, para el caso bidimensional son un caso particular del L—algoritmo de
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Nash, luego podemos suponer que el conjunto inicial de exponentes monomia-

les & ¢ Z3 contiene los elementos candnicos e; y e, y gracias a la observacion

@ también contiene a es. Ademds la L—eleccion para ¢ es A = {e;, e, es}. El

avance de la demostracion se representa el siguiente esquema.

Conjunto de exponentes
monomiales general £.

Lema 3.1

.
Conjunto de exponentes
monomiales £ que contiene
un elemento con L3—valor 0.

Lema3.2

Lema 3.

Lema 3.2

.
Conjunto de exponentes
monomiales £ con un
elemento primitivo cuyo

L3—valor 0.

Lema 3.3

Conjunto de exponentes monomiales &

Conjunto de exponentes monomiales

que contiene dos elementos
linealmente independientes con £3—valor 0.

Lema 3.5y Obs 9

Conjunto de exponentes
monomiales £, que contiene
al elemento e;.

Lema 3.6 y Obs 10

Conjunto de exponentes
monomiales £, tal que
su L—elecciénes A = {eq, €2, €3}.

Lema 3.4

Def 3.1

£ cuya L—eleccidn forma
una base del Z-médulo Z3.

Lema 3.4

Para el conjunto de exponentes
monomiales &, existe un isomorfismo
lineal 7 : B3 — R3 trivializante.

OBSERVACION 11. Notemos que, para un conjunto de exponentes mono-

miales { con L—eleccion candnica A = {ey, e», e3}, una iteracion del L—algoritmo
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de Nash resta a lo mds una unidad a las coordenadas dey € {\A. En otras pa-
labras, siy = (a1, a,a3) € {\A después de k iteraciones, en & k tendremos ele-
mentos de la forma: (a; — ki, ap — k2, as — ks), donde las constantes enteras no

negativas ki, kz, k3 representan combinaciones cuya suma es k.

OBSERVACION 12. Consideremos un conjunto minimal de exponentes mo-
nomiales ¢ cuya L—eleccion corresponde a la terna candnica A = {e, ey, e3} y
seay € {. En este caso podemos actualizar lo visto es las Observaciones|[5y[6,

Siy €, recordemos que en la siguiente iteracién del L—algoritmo de Nash,
se generan los elementos de la forma:

» y—e, €&t siysolosidet(y, e, es) #0.
» y—e el siysolosidet(y, e, es) #0.
» y—e3€e ! siysolosidet(y, e, e)#0.

En particular, si y = (41,0, a3) € ¢, entonces en la siguiente iteracion del
L—algoritmo se generan los elementos de la formay—e, yy—es3 € {L. Pe-
ro no se genera el elemento y —y,, pues det(e,y,es) = 0. Andlogamente, si
Y = (a1, az,0) € &, entonces en la siguiente iteracion del L—algoritmo se generan

solo los elementos de la formay—e; yy —e,.

Por lo tanto, dado un elemento y € ¢, concluimos que la progresion defi-
nida por la iteracion del L—algoritmo con L—eleccion canonica ey, e, e3, no

genera elementos fuera del octante al que pertenecey.

LEMA 3.7. Consideremos un conjunto de exponentes monomiales de algu-
na variedad térica esencial de dimension 3. Entonces la iteracion finita del
L—-algoritmo de Nash genera un conjunto de exponentes monomiales &' que

contiene un tinico elemento cuyo L3—valor es distinto de 0.

DEMOSTRACION. Por la observacion podemos suponer que ¢ tiene la

forma
¢= {el,eg,eg,(dl-,ﬁ-,O),(aj,bj,cj); l<i<r,1 stS}chZXZZO (3.14)

donde, por minimalidad y esencialidad se tiene que:
» ¢cij>0paratodol1=<j<s,
» di<0y fi>0paratodol<i<r,

= la L—eleccién es la terna canénica A = {e1, e;, e3}.
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» digamos que el orden inducido por £ es
L(e)) < L(ex) <L((dy, f1,0)) <---< L((dy, fr,0)) < L(e1) < L((a1,b1,¢1)) <--- < L((as, bs, c5))

luego0< fi<sfo<---<fry0<ci<cp=<---=c;.
Consideremos el par R(S) := (ajy, bj,,), donde

ajy=min{a;|1<j<s}

bj,, =min{b; 1< j < s}

demostraremos que iterando el £—algoritmo de Nash, obtenemos un con-
junto de exponentes monomiales ¢’ de modo que R(¢') = (0,0), luego por la
minimalidad del conjunto ¢/, s =0y en consecuencia, el tinico elemento con

L3—valor mayor a cero seria es.

HECHO 8. Dado un conjunto de exponentes monomiales de la forma des-
crita en entonces podemos suponer que todo elemento de la forma (aj, bj, c;),

satisface que b;j > 0.

DEMOSTRACION DEL HECHO. Por principio de iteracion |1, supondremos

que no satisface el lema en iteraciones previas.

Por la Observacic’)nlos elementos del conjunto ¢¥ generado en la k—esima
iteracion del £—algoritmo siguiendo la eleccién candnica A = {e;, e;,es} tie-

nen la forma:

m e, ey (d;i—ky, fi — k,0) para k;, k» =0 tales que k; + k, = k.
w e3, (aj— ks, bj— ks, cj—ks) para ks, ky, ks = 0 tales que k3 + kg + ks = k.

Notemos que para &¥ podria haber un cambio en la £—eleccién si, y solo

si, se presenta alguno de los siguientes casos:

C1 Después de k = f; — 1 iteraciones se genera el elemento (d;,1,0) con
d; <0, el cual reemplazaré a e; en la L—eleccion para ¢ k

C2 Después de k = bj, + cj, — 1, iteraciones, donde bj, + ¢j, = min{b; +
cj;bj =0}, se generan los elementos (aj,,1,0) y (aj,,0,1) los cuales en

la siguiente £—eleccion reemplazardn a e, y e3 respectivamente.
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C3 Después de k = c;, — 1 iteraciones, donde c¢;, = min{c;; b; < 0} se ge-
nera el elemento (aj,, bj,, 1) el cual en la siguiente L—eleccion reem-

plazard a e3.

En primer lugar demostraremos que podemos iterar el £L—algoritmo de

Nash k = cj, — 1 veces hasta que ocurra el caso 3.
Sea k = min{fl -1,bj,+cj,—1,cj, — 1}
Si k = ¢j, — 1, no hay nada que demostrar.

Si k= fi —1, al paso de k iteraciones del £—algoritmo, obtenemos el con-
junto de exponentes monomiales ¢/171, observemos que (d;, 1,0) € E171, ade-
mas L ((dl, 1,0)) < L(ey), luego hay un cambio en la £—eleccion. Aplicando la

transformacion lineal:
Ti(x,y,2) = (x+1|d1ly, y,2) (3.15)

recuperamos una £—eleccién canénica y ademds el conjunto {171 :=T, ({f 1‘1)
tiene la forma descrita en

Si k=bj,+cj,—1donde bj, +cj, = min{b; + ¢; ;bj = 0}, después de k ite-
raciones del £—algoritmo, obtenemos el conjunto ¢ bf0+cfo_1, observemos que
(aj,1,0)y (aj,,0,1) € Ebio*ein1 ) tales que £ ((ajo, 1,0)) <L(ex)yL ((ajO,O, 1)) <
L(e3), luego hay un cambio en la £—eleccion. Aplicando la transformacion

lineal:

Ta(x,y,2) = (x+|ajl(y+2),y,2) (3.16)

recuperamos una £—eleccion canénica, ademads el conjunto T, (g‘ bfo+cf0_1) tie-
ne la forma descrita en

Notemos que, por definicion de T; se tiene que L(y) = L» (T1 (y)) y L3(y) =
L3 (T1(y)), analogamente para T». Por lo tanto, cualquier composicion de los
isomorfismos T; y T, mantendra fijo los £, y £3 valores y generard un con-

junto de la forma descrita en Luego podemos iterar el £—algoritmo k =
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cj, — 1 veces, hasta que ocurra el caso 3.

Digamos que (aj,,, bj,,, cj,,) € ¢ es el elemento con £, —valor mds negativo,
y apliquemos el £—algoritmo c;j, — 1 veces, donde c¢j, = min{cj; b; <0}, hasta

generar el conjunto &1L,

Por Observacion |11/ tenemos que el elemento en ¢ ¢h~! con L£,—valor mas
negativo tiene la forma (a]-M, bj,, —(cj, — 1), ch). Ademas (aj,, bj,1) € (fcfl_l y
L((aj,,bj,;,1)) < L(e3), por lo tanto hay un cambio en la £L-eleccion. Mediante

la transformacion lineal:
T3(x,y,2) = (x +laj |z, y +|bj |z, 2) (3.17)
recuperamos una L—eleccién canénica para Ts (E Cfl_l).

En particular, analizando el elemento de 1! con £,—valor mds negati-

VO tenemos:

T3 (ajM,bjM—(le—l)»CjM)= ajy +1aplCiy bjy (€1 +1bj 1)y, Cjy

>0

En efecto, |bj,|cj,, > (cj,-1) pues

cp—1l<cj
<¢; ; paratodo jconb; <0
= Cjy
<|bjlcjy
~——
>1
Dado que bj,, <0, se prueba que despues de cj, —1 iteraciones del L—algoritmo,

la segunda coordenada del par R(é%17!) es mayor a la segunda coordenada
del par R(£).

Por un argumento de recurrencia, desde ahora podemos suponer que to-
do elemento (aj,bj, c;) en el conjunto de exponentes monomiales ¢ de la for-

ma satisface que b; > 0.
O
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Entonces, considerando un conjunto ¢ de la forma descrita [3.14} en vir-
tud del Hecho (8 se tiene que cada elemento de la forma (a;, bj, c;) satisface

que ¢j >0y b; >0, luego por minimalidad del conjunto ¢ se tiene que a; <O0.

Entonces R(¢) = | ajy, bj,, |- Recordemos que nuestro objetivo es demostrar
~——

<0 >0
que la iteracion del £—algoritmo de Nash genera un conjunto de exponentes

monomiales ¢’ tal que R(¢') = (0,0).

Notemos que iteraciones del £—algoritmo de Nash mantienen la £L—eleccion
canbnica A hasta que se presente el caso C1 o bien el caso C2 definidos an-
teriormente, el caso C3 ya no ocurrird, pues cada elemento (a;, bj,c;) € ¢ sa-
tisface que b; > 0. Ademds la Observacion [12|indica que nunca generaremos

un elemento (a;., b;., c}.) con c;. >0y b;. <0.

El efecto de las iteraciones del £L—algoritmo de Nash sobre los valores a;,
y bj,,, es conocido por la Observacic’)n en efecto, después de k iteraciones

se tiene que
R (¢¥) = (ajy — k. by, — k|

Sea k =min{f; — 1, bj, + ¢j, — 1}, estudiaremos el efecto de las transforma-

ciones Ty y T> sobre los valores a;, y bj,,.

Si k= fi — 1, por definicién de T; (ver[3.15), se tiene que el conjunto mo-
nomial {17! contiene los elementos (a, — (fi — 1), bjy, Cjn) ¥ @jy, Djay — (fi —
1), ¢jy,), quienes definen al par R(cffl_l) = (a]-N —-(A-D,bj, — (- 1)). Note-

mos que:

<bjy,

=T (ajN— (fi- 1)’ij,%) =|ajy = i=D+dilbjy, bjy, cjy
=0

. )

>ajy—(i-1)
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Por lo tanto, se tiene que R(Tl (éfl‘l)) estd mas cercano a (0,0) en com-

paracion de R(¢).

De forma andloga, si k = bj, +cj, — 1, por definicién de T> (ver[3.16), se tie-
ne que el conjunto %o *%~! contiene los elementos (ajy—(bj,+cjo=1),bjy, Cjy)
y (@jy,, bjy, — (bj, + ¢y — 1), ¢jy,), quienes definen al par

R (fbj°+cf°_l) = (“m = (bjy +¢jo = 1), bjy, = (bjy + ¢jy = 1)) :
Notemos que:

» T (ajM’ bjM - (bjo +Cjp — D, CjM)

= Cle+ |6le| (bjM_(bjo +C]'0 - 1)+CjM)’PjM_ (bjo +Cj0 - 1))’("]'M

<bjM

s Ty (cle—(bjO+Cj0—1),ij,CjN): djNL—(bjO+Cj0—1)+|ajo|(ij+CjN)J,ij,CjN)
>0

Efectivamente |a;y|(bjy + cjy) > (bj, + ¢j, — 1) pues

bj, +¢jo =1 <bj, +¢jy
< bj +c; ; para todo j en particular para j = jy
Sij-l-CjN
S@(bﬁv‘i_cﬁv)

=1

Esto prueba que R(Tg (6bio+cfo_1)) estd mas cercano a (0,0) en

comparacion de R(¢).

Por lo tanto, mediante un argumento de recurrencia, podemos suponer
que R(¢) = (0,0), lo que significa, por minimalidad de ¢ que s debe ser 0. En

otras palabras, ¢ tiene solamente al vector e3 con £3—valor distinto de 0. [

OBSERVACION 13. Notemos que al aplicar iteraciones del L—algoritmo de
Nash a un conjunto de exponentes monomiales que tiene un tinico elementoy

con L3(y) # 0, genera un conjunto de exponentes monomiales minimal con 3
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elementos. En efecto, las iteraciones del L—algoritmo de Nash mantienen fijo el
elemento vy y solo realizan modificaciones en Z* x {0}. Segtin el Teorema|3.1, la
iteracion finita del L—algoritmo de Nash nos proporciona 2 elementos py, p2 en
Z? x {0}. Por lo tanto, la iteracion finita del L—algoritmo nos lleva al conjunto
de exponentes monomiales &' = {p1, p2,y} cuya cardinalidad es 3. Esto concluye

la demostracion del Teoremal3.2.

El diagrama que resume la estrategia para la demostracién del teorema
es el siguiente:

Conjunto de exponentes
monomiales general £.

Lema 3.1

Conjunto de exponentes
monomiales £ que contiene
un elemento con L3—valor 0.

Lema 3.

Lema 3.2
Lema 3.2

Conjunto de exponentes
monomiales £ con un
elemento primitivo cuyo

L3—valor 0.
A
Lema 3@
Lema3.3 \
Conjunto de exponentes monomiales & Conjunto de exponentes monomiales
que contiene dos elementos £ cuya L—eleccién forma
linealmente independientes con L3—valor 0. Lema 3.4 una base del Z-médulo Z2.
Lema 3.5y Obs 9 Lema 3.4
Conjunto de exponentes Para el conjunto de exponentes
monomiales £, que contiene monomiales &, existe un isomorfismo
al elemento es. lineal 7 : R? — B3 trivializante.
Lema 3.6 y Obs 10
Def 3.1

Conjunto de exponentes
monomiales &, tal que
su L—eleccién es A = {e), e, e3}.

Lema 3.7y Obs 13

Conjunto de exponentes
monomiales £,
de cardinalidad 3.




102 3. MODIFICACION DE NASH EN VARIEDADES TORICAS DE DIMENSION 3.

1.1. Ejemplo. Observemos que los ejemplos [15]y[L6]ilustran que la ite-
racion del £—algoritmo de Nash siguiendo las elecciones de £ genera un con-
junto de exponentes monomiales con tres elementos para una carta afin de
la modificacion de Nash de X,;. Pero no necesariamente las cartas afines que

se obtienen con la eleccién de £ cubren por completo NX,.

El siguiente ejemplo, ilustra la iteraciéon de la modificaciéon de Nash si-
guiendo las elecciones de diferentes transformaciones lineales £ y sus res-

pectivas afin. También se verificarda que se cubre completamente N X;.

EJEMPLO 17. Consideremos la variedad torica V(w2 —xyz) c C* corres-
pondiente al ejemplo[15 para p = 1. Entonces el conjunto de exponentes mo-

nomiales asociado a X, es:

¢ ={(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1), (1,1,2)}
—— N N N
)4l Y2 73 Y4
consideremos la transformacién lineal

£'=(L1(x,y,2), L2(x, ¥, 2), L3(x, , 2) = X)

donde L, y L, libres, los L3—valores del conjunto &0 respecto a L' son L3 (y1) =
1, £3(y2) =0, L3(y3) =1 y L3(y4) =1, dependiendo de la definicion que se de
para L1(x,7,2) y L2(x,,2), la transformacion lineal L' puede escoger dentro

de tres alternativas en S(&°):

» Si L1 escoge la terna {y1,v2,v3} y aplicamos el Algoritmo de Nash una

vez, obtenemos el conjunto de exponentes monomiales
¢ =1(1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1)},

definimos el cono suave 0}’ ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} cuyo dual es:
o1=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

= Si L! escoge la terna {y1,y2,v4}, iterando una vez el Algoritmo de Nash

obtenemos el conjunto de exponentes monomiales
& =11,0,1),(0,1,1),(0,0,-1)},

que permite definir el cono suave ag’ =1{(1,0,1),(0,1,1),(0,0,—-1)} cuyo
dual es
(e {(]-)07 0)) (O) 17 0)) (]-) ]-y _]-)}
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» Si L' escoge la terna {y2,Y3,Y4}, iterando una vez el Algoritmo de Nash

obtenemos el conjunto de exponentes monomiales
¢3==1{(1,1,2),(0,1,0),(0,-1,-1)},
definimos el cono suave oy ={(1,1,2),(0,1,0), (0,—1,-1)} cuyo dual es
o3 =1(1,0,0),(1,1,-1),(2,0,—-1)}
Por otro lado, con la transformacién lineal

L£2=(L1(x,1,2), L2(x,1,2), L3(x,1,2) = ),

donde L, y L libres, los L3—valores del conjunto &° respecto a £? son L3(y1) =
0, L3(y2) =1, L3(y3) =1 y L3(y4) = 1, por lo tanto, dependiendo de la defini-
cion de L1(x,y,2) y L2(x,¥,2), la transformacion lineal L2 puede escoger den-

tro de tres alternativas en S(&%):

» Las elecciones de las ternas {y1,Y2,Y3} ¥ {Y1,Y2,Ya} arriban a los conos
suaves 01 y 0, respectivamente.
» Si L? escoge la terna {y1,Y3,y4}, la iteracion del Algoritmo de Nash nos

conduce al conjunto de exponentes monomiales
& =1(1,0,0),(1,1,2),(~1,0,-1)}

que permite definir el cono suave CTZ ={(1,0,0),(1,1,2),(-1,0,-1)} cuyo

dual es

04 = {(Or ]-)O)) (1y ]-) _1)) (072) _1)}

Finalmente, las elecciones de las transformaciones lineales L' y £L? permi-
ten generar un abanico suave X que consiste en los conos oy, 02, 03 Y 04 ¥
todas sus caras. Ademds X es un refinamiento de o. De esta manera, el morfis-

mo torico ¢ : X; — Xs es una resolucion de las singularidades de X .
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(2,0,-1) (1,1,-1) (0,2,-1)

FIGURA 5. Cartas afin de la modificacién de Nash para X,

OBSERVACION 14. Las dos transformaciones lineales utilizadas L' y L* co-
rresponden a la ecuacioén del plano cuyo vector normal es e; y e, respectiva-
mente. La primera transformacion lineal con L3(x,y,z) = x y haciendo variar
las transformaciones lineales L, y L1 se generaron los conos oy, 02 y 03 los
cuales se pegan en el rayo generado por e, como se observa el la figura[5 De
forma analoga, L£? generé los conos 1, 03 y 04 los cuales se pegan en el rayo

generado por e,.
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2. L-Transformaciones lineales con pendientes irracionales para n =2

Dado un conjunto minimal de exponentes monomiales esencial
&=ty ez
de alguna superficie torica X,. Fijemos las transformaciones lineales
L=(L1(x,y)=ayx+b1y, Lo(x,y)=axx+Dbyy)

con coeficientes enteros y mcd(a;,b;) =1 parai = 1,2 tal que £; (60 |Zix{0}2—i) >
0 para i = 1,2, sabemos que la £L—eleccion siguiendo el algoritmo de Nash es-
coge una carta afin de la modificaciéon de Nash de X, pero no es claro que

las cartas afines que se obtienen con la £L—eleccién cubran la variedad.

DEFINICION 3.2. Llamaremos camino esencial y lo denotamos por P/ a la
cadena de conjuntos monomiales esencial que se obtienen iterando el L—algoritmo

de Nash hasta la iteracion j.

R R St
en particular, si £&° c Z" y la cardinalidad del conjunto &/ es n, diremos que

PrJ es un camino esencial liso.
EJEMPLO 18. En el ejemplo(13, las funciones lineales

L=(L1(x,,2) =x,L2(x,¥,2) = y,L3(x,,2) = 2)

generan el siguiente camino esencial liso

Pt &=l — ¢
donde

» 0=1{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1),(2,2,3)}
» &1=1{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1),(1,2,3),(2,1,3),(1,1,2)}
= £2=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

DEFINICION 3.3. Diremos que las funciones £l = (ﬁ%,ﬁé,'-- ’5711) y L2 =
(E"f, L5, ,E%) son uniconductales para el conjunto &° si definen el mismo ca-

mino esencial. Es decir 7321 = Péz
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OBSERVACION 15. Desde [3] sabemos que un cono 2—dimensional o < Ng =
R? fuertemente convexo se puede expresar como o = cone(e,de; — ke;) para

alguna base e}, e; con0<k<d, mecd(d, k) =1.

Consideremos una variedad térica singular X, donde o := conef(e,, de; —
ke,)} esta en forma normal y 9 el conjunto de exponentes monomiales esen-
cial para X, se puede determinar la resolucién minimal 7 : Xy — X, don-
de ) es el refinamiento suave de o dado por las fracciones continuas de
Hirzebruch-Jung para %, este método entrega una cantidad finita de conos

suaves 0; en ). cuya union es o.

Se propone cubrir cada uno del conos o; en el refinamiento ) con una
cantidad finita de cartas afin generadas por la iteracion de algoritmo de Nash

siguiendo las elecciones de una cantidad finita de transformacion lineal L;

con pendientes dentro del intervalo ]—oo,O] U , ya que se debe satis-

d+
Z +00
k

facer la condiciéon £; (&) = 0.

Comenzando a cubrir las cartas afin de la superficie lisa Xs desde el cono
o1 =cone((1,0),(0,1)), en primer lugar iteramos el algoritmo con el conjunto

de exponentes monomiales ¢° siguiendo las elecciones de
L= (L1(x, ), La(x, ) = x),

note que £;(x, y) no esté fijada, de esta manera en un namero finito de ite-
raciones obtendremos 2 cartas afin lisas para X, la primera cubre completa-
mente 0 y la segunda cubre una parte de o, adyacente a o; digamos 0;,; =
cone((1,0),(p,—q)), Luego volvemos a iterar el algoritmo al conjunto de ex-
ponentes monomiales ¢ siguiendo una nueva transformacion lineal £2 =
(£1(x,¥),L2(x,y) = px— qy), esta nueva iteracion nos entrega otras 2 cartas
afin lisas la primera ya fue determinada con £! y la segunda es cubre una
nueva parte de X~ adyacente al cono 0, ;. Es natural preguntarnos si este pro-
cedimiento en una cantidad finita de pasos cubre completamente el refina-

miento suave 2.

Si la propuesta es cierta, entonces este procedimiento construye un aba-

nico Y’ que es un refinamiento suave de Y y en particular también lo es de
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o. En consecuencia, la iteracion del £—algoritmo de Nash entrega otra reso-
lucién de singularidades NV : Xy — X;; ya que existe el morfismo f: X5 — Xy

que hace conmutar el diagrama:

X I xg
N\~ J 7
X

es decir, N =mo f.

El siguiente ejemplo ilustra la propuesta descrita:
EJEMPLO 19. [Variedad térica con punto doble racional de tipo A4]
Consideremos la superficie térica Xy, donde o = cone(ez,5e; —4e,) en for-

ma normal que puede ser identificada con la variedad V (z° — xy) < C3, note-

mos que el origen es el tinico punto singular.

-3

561 - 462‘

FIGURA 6. 0 = cone(ey,5e1 —4ey)
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Primero hallamos una resolucion de las singularidades de la variedad t6-

rica X, mediante fracciones continuas de Hirzebruch-Jung para 5/4.

Vs Vg V3 V2 13 W
5 4 3 2 1 0
-4 -3 -2 -1 0 1
2 2 2 2

Asi obtenemos un refinamiento suave ) de o que consiste en los conos o; =
(vi-1,vi) paral < i <5 y todas sus caras. El morfismo n : Xy — X, es una

resolucion de las singularidades de X;.

o1

FIGURA 7. Refinamiento suave de o
Ademds, corresponde a laresolucién minimal de las singularidades de X,;.

Por otro lado, mediante la iteracién del L—algoritmo de Nash al conjunto
de exponentes monomiales esencial g‘(l) =1{(1,0),(1,1),(4,5))} para Xy, cubrire-

mos con cartas afin la superficie suave Xy .

Con el vector vy dado por la resolucién minimal, construimos la primera

transformacion lineal L= (El(x, V), La(x,y) = x). Aplicando el L—algoritmo a
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6‘1) siguiendo L' y variando £ (x, y), obtenemos los siguientes caminos esencia-
les lisos:
/&
L . Bk il
NG
donde

&=1{1,0),(1,1),1,5),(1,4),1,3),(1,2)}
é1=11,0),(0,1)}
&5 =1{(1,5),(0,-1)}

&=1(1,0),(1,1),4,5)}
&1=1(1,0),(1,1),(3,5),(3,4)}
&={(1,0),(1,1),(2,5),(2,4),(2,3)}

Los conjuntos 5‘11 ¥ 63 respectivamente generan en el espacio dual las cartas li-
sas afin o1 = cone{(1,0),(0,1)} y 02,1 = cone{(1,0), (5,-1)} que cubre o y parte

de o, de X3, tal y como se ilustra la imagen|8

FIGURA 8. Cartas afin para X5 siguiendo las elecciones de £!.

La carta lisa afin 02,1 = cone{(1,0),(5,—1)} nos permite construir una se-

gunda transformacion lineal £* = (L1(x, ), L2(x,y) =5x—y).
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Aplicando el L—algoritmo al conjunto 5‘1) siguiendo £ y variando L, ob-

tenemos los siguientes caminos esenciales lisos:

Rl
I L
NG -8
donde
&), &1, 63, & y & como antes
& =1(-1,-5),(1,3),(0,~1)}
¢3=1{(=1,-5),(1,4)}
Los conjuntos &3 y 6‘31 generan en el espacio dual, las cartas lisas afin 0, =
cone{(1,0),(5,-1)} yos2 = cone{(5,-1),(4,-1)} de Xs

FIGURA 9. Cartas afin para Xy siguiendo las elecciones de £! y £?

La carta lisa afin 03,1 se obtuvo siguiendo las elecciones de L' y L2, lo que

nos asegura el pegado de las cartas afin en Xs.
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Siguiendo este proceso, obtenemos el siguiente diagrama de caminos esen-

ciales para los estallidos de X, :

0
S

A

N —

/l\ /\ /\ /l\
A A - SRV ANAN

rl & 2 s L“ i512 E13

FIGURA 10. Diagrama de todos los caminos esenciales dados

por £/ donde 1 <i<13

donde las transformaciones lineales son:

L7 =(L1(x,y), L2(x, ) = 5x—3Y)
L8 =(L1(x, ), L2(x,y) =3x—2Y)
£9=(£1(x,¥), L2(x, ) = 10x—7Y)

= (L1(x,y), L2(x,y) = x)
L1(x,¥),L2(x,y) =5x—)

‘Cl(x y) ‘Cz(x y) 4x—y) = L‘,l(x,y),ﬁz(x,y)=7x_5y)

(
il(x y) EZ(X y) ix_;/) :(,Cl(x,y),»CZ(x)y):l]‘x_Sy)
1, ¥),Lo(x,y) =5x— y) £12:(El(x’y),ﬁz(x,y):le—llJ/)
L1(x, ), La(x,y) = 2x~y) (

= (L1(x, ), La(x,y) = 4x - 3Y)

— /N /N /S /S

cl
L2
c3
c
Lo
L8 =
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y los conjuntos de exponentes monomiales son:

&=1{(1,0),(1,1),4,5)}

&h=11,0,01,1),8,5), 3,4}
& =1{1,1,4,5),(00,-1),(-3,-5)}

£=1{1,0),(1,1),(2,5),(2,4),(2,3)}
&2=1{(1,1),,5),(-2,-5),(2,3),(0,- 1)}

& =1{(1,1),(-3,-5),(7,10),(-1,-2),(3,4)}
&2={(1,1),4,5),(-1,-2),(-4,-6),(-7,-10)}

&=11,0,1,1),(1,5),(1,4),(1,3),(1,2)}
& =1{(-1,-5),(1,3),(0,-1)}

& =1{2,5,(-1,-3)}

& ={(-2,-5),(1,2)}
&=13,5,(-1,-2)}

& =1(-3,-5,(2,3)}

& ={(7,10),(-2,-3)}

& =1(-7,-10),5,7)}

& =1{(11,15),(-8,-11)}

&, =1(-11,-15),(3,4)}

£1=1(1,0),(0,1)}

&5 =1(1,5),(0,-1)}

&3 =1{(-1,-5),(1,4)}

& =1{(1,3),(-1,-4)}

&2 ={(-5-7),(8,11)}
& =1(11,15),(-8,-11)}
& ={(-11,-15),(3,4)}
&g =14,5),(-3,-4)}



2. L~TRANSFORMACIONES LINEALES CON PENDIENTES IRRACIONALES PARA n=2 113

Finalmente, la variedad Xs queda cubierta por 14 cartas afines como mues-

tra la figura

FIGURA 11. Cartas afin para Xx

De esta manera se ha construido un abanico Y.' que es un refinamiento de

Y. y en particular también lo es de o.

Por lo tanto, la iteracién del L—algoritmo de Nash entrego otra resolucion

de singularidades N : Xy1 — X;.
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Ademds tenemos la existencia del morfismo f: Xy — Xy que hace conmu-

tar el diagrama:

Xy 4 Xy
N\~ J g
X

es decir, N =mo f.

OBSERVACION 16. Es posible dividir el problemas en dos grandes partes:

1. Aproximacion del L—algoritmo de Nash con transformaciones lineales
pendiente irracional, a través de la iteracion del L—algoritmo de Nash
utilizando transformaciones lineales con pendiente racional.

2. Cotas locales para el L—algoritmo de Nash utilizando transformacio-

nes lineales con pendiente racional.

Resolver estas dos partes solucionan el problema del estallido de Nash para

superficies toricas.

LEMA 3.8. Sean E(l) c Z xZ un conjunto de exponentes monomiales esencial
S . 20 1 2 J :

de alguna superficie torica y Pj : & — (fl.l — 61.2 — = 6l.j un camino esen-

cial generado hasta la j—ésima iteracion del L—algoritmo de Nash siguiendo

una transformacion lineal L con pendiente irracional q. Entonces existe un in-

tervalo laj, B[ =R que contiene a q donde cada transformacion lineal T con

pendiente m€laj, B[ recorre P;.

DEMOSTRACION. Sean 5? ={yLy2, Y3, Yrt C 7% un conjunto de expo-
nentes monomiales esencial de alguna supericie térica y L(x,y) — ax + by

una transformacion lineal con pendiente irracional ¢ tal que L(¢Y) = 0.

Como &9 « 7% y la pendiente de L es irracional, entonces existe un orden
estrictamente creciente en los L—valores del conjunto & pues en caso con-
trario se contradice el hecho que g € QC. Sin perder generalidad supongamos

que:

0<L(y1) < L(y2) < -+ < L(yy) (3.18)
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donde det(y, y2) #0, L(y1) < L(yx) para todo y € 6(1) y L(y2) < L(yj) para to-
do vy € 6‘1) tal que det(y; yr) # 0. Entonces la eleccion de L para la primera

iteracion del algoritmo de Nash es y; y y2.

Yk

R2

Y1

FIGURA 12. Representacion del conjunto ¢

Por otro lado, definimos la funcién distancia d, entre la recta L: {(x, y)| ax+

by =0} e P, (k) (plano proyectivo), y el punto y:= (y1,y2) € 72 como:

lay1+ byl

d:Pik)xZ?>—>R; (Ly) — d(L,y):=
! v Loy =

Notemos que para cada 1 <i <r, la recta L; paralela a L que pasa por
el punto y;, tiene ecuacion ax + by = L(y;), donde L(y;) es el L—valor de y;,
entonces tenemos una secuencia de rectas L, Ly, -+, L paralelas a L que

inducen el orden estricto:
0<d(Ly1) <d(L,ys) <--<d(Ly) (3.19)

donde det(yy y2) #0, L(y1) < L(y) para todo y € 6(1) y L(y2) < L(yj) para to-
do yy € &Y tal que det(y; yi) #0.
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FIGURA 13. Representacion de las rectas paralelas a L que pa-

san por los elementos de ¢.

Como d es una funcién continua, entonces por [23, pag 118] para cada
par (L,y) € Py (k) x R? y entorno V € R, existe un entorno U < P; (k) x R? de
(L,y) tal que d(U) c V. Es decir, existe €; > 0 donde cada transformacion li-
neal T con pendiente m € ]a, B1[ =1g—¢€1,q+¢€1[ respeta el orden establecido
en la desigualdad y en consecuencia también mantiene la desigualdad
Por lo tanto cada transformacion lineal T con pendiente m € ]ay, Bl
hace la misma eleccion que L al aplicar la primera iteracion del algoritmo de

Nash, Es decir cada T recorre el camino P; :6‘1) — ¢ }1.

Por recurrencia, existe €; € 10,€j_1[ < --- <]0,€1[ de modo que cada trans-
formacion lineal T con pendiente me€laj, f;[=1q9—¢€j,q+¢;[ realiza las mis-
mas elecciones que L hasta la j—ésima iteracion del algoritmo. Entonces el
camino esencial P; : E(l’ — g‘ll.l — 612.2 — e 5{_ generado por L hastala j—ésima

J
iteracion, también es recorrido por cada transformacion lineal T con pen-

diente me€Ja;, B;l. [
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PROPOSICION 3.1. Sean 5‘1) c Z x Z un conjunto de exponentes monomia-
: S J.z0 1 2 J

les esencial de alguna superficie térica y P; :¢] — ¢ 0 '3 T ¢ j, un ca-

mino esencial generado hasta la j—ésima iteracion del L—algoritmo de Nash

siguiendo una transformacion lineal L con pendiente irracional q. Entonces

existe un intervalo uniconductal laj, il € R que contiene a q donde cada

transformacion lineal T con pendiente m € ]aj, B[ recorre el camino esencial
J
P;.

DEMOSTRACION. Se sabe que entre dos numeros reales cualquiera, siem-
pre existe un numero racional, entonces por Lema [3.8| existe un intervalos
laj, B;[ € R que contiene a g donde cada transformacion lineal con pendiente
melaj, Bl recorre Pj, entonces basta considerar las transformaciones linea-

les R, y R, con pendiente racional m; € laj, gl y m €14, B[ respectivamente.

FIGURA 14. Representacion de las rectas con pendientes racio-

nales R} y R».

OJ
Notemos que esto demuestra la primera parte de la observacion [16, en
efecto, dado un conjunto minimal de exponentes monomiales cf(l) cZxZde

alguna superficie térica X; y el camino esencial
J.z0 1 2 J
P& =& =& _,..._>§l,j
generado por j iteraciones del algoritmo siguiendo una tranformacion lineal
L con pendiente irracional g tal que L(¢) = 0. El teorema afirma la exis-

tencia de un intervalo I =]aj, §;[ donde cada transformacion lineal con pen-

diente m € I recorre Pi. Ademads por teorema para cada transformaciéon



118 3. MODIFICACION DE NASH EN VARIEDADES TORICAS DE DIMENSION 3.

lineal racional R con pendiente en I existe kg € Z de modo que después de

K g iteraciones 731]-\, es liso.

» Sikg < j, para alguna transformacion lineal R con pendiente en Ja, §;],
entonces P; es una camino liso, es decir #cf{j =2.
= Si kg > j para toda transformacion lineal racional R con pendiente en
la;, B, entonces podemos iterar el algoritmo xg veces siguiendo las
elecciones de L, el camino esencial queda:
Pep &y — & — & _,..._,52 _,..._,gc'lfKZ
Finalmente el intervalo uniconductal es ]ay,, B« [, que no necesa-

riamente contiene la pendiente de R.

Jj —ésima Iteracién

K —ésima Iteracion

FIGURA 15. Representacion Poblematica

Por lo tanto, para resolver el problema de Nash para superficies téricas

solo falta hallar cotas locales de L-algoritmos de pendiente racional.
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