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Introducción

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y V una variedad algebraica

afín. Para ilustrar de manera intuitiva un punto singular en la variedad V ,

consideremos que V es una curva en A2 definida por P (x, y) = 0, con P ∈
k[x, y]. Se conoce que la mayoría de los puntos en V (que denominaremos

puntos suaves o lisos) presentan una única recta tangente. Sin embargo, es-

ta propiedad puede fallar cuando la curva se cruza o presenta un "pliegue",

como sucede en las curvas definidas por los polinomios y2 − x3 = 0 y y2 −
x2(1+ x) = 0. En estas situaciones, las curvas exhiben mas de una recta tan-

gente en el origen. Intuitivamente, un punto singular se caracteriza por tener

una recta tangente no unívocamente definida. Diremos que la variedad V es

no-singular (o suave) si cada uno de sus puntos es suave.

Consideremos una variedad X , entonces, X se puede expresar como la

unión disjunta de su conjunto suave y su conjunto singular que denotaremos

por Si ng (X ). La resolución de singularidades para una variedad algebraica

singular X consiste en encontrar otra variedad que, esencialmente, comparta

las mismas propiedades que X , pero carezca de singularidades. La idea cen-

tral de una resolución de singularidades es intervenir únicamente en la parte

singular de X , preservando la parte suave sin alteraciones significativas.
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Por ejemplo, la variedad algebraica singular V1 : y2−x3 = 0, cuyo conjunto

singular está compuesto únicamente por el punto (0,0).

Definimos la variedad algebraica suave V ′
1 : y2 − x = 0 y consideremos el

siguiente morfismos de variedades algebraicas:

φ : V ′
1\{(0,0)} −→ V1\{(0,0)}

(x, y) 7−→ (x, x y).

Notemos que φ es una biyección cuya inversa está dada por:

φ−1 : V1\{(0,0)} −→ V ′
1\{(0,0)}

(x, y) 7−→
(
x, y

x

)
.

lo que corresponde a una resolución de la singularidad de la variedad alge-

braica V1.

En concreto, una resolución de singularidades de una variedad singular

X es:

1. Un morfismo propio birracional ϕ : Y → X .

2. Y es una variedad no singular.

3. Y \ϕ−1(Si ng (X )) ∼= X \Si ng (X ).

La existencia de la resolución de singularidades de variedades algebrai-

cas sobre un cuerpo de característica cero fue probado por Heisuke Hironaka

el año 1964 en su articulo “Resolution of Singularities of an Algebraic Variety

Over a Field of Characteristic Zero" [16]. Para caracteristica p > 0 es un pro-

blema aún abierto. La demostración de Hironaka es de una gran profundidad

y complejidad, la idea básica e intuitiva es considerar una colección finita de
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invariantes asociadas a la singularidad para medir "que tan singular” es la va-

riedad y luego, utilizando una iteración de estallidos de sub-variedades sua-

ves del espacio ambiente An y las transformadas estrictas en la variedad, se

demuestra que estos invarientes disminuyen, lo que indica que después de

cada estallido en nuestra variedad aparece una cierta mejora. Una desventa-

ja de este método es que no es canónico y depende de muchas elecciones.

Se ha propuesto una alternativa de estallidos para la resolución de singu-

laridades con un enfoque más canónico e independiente de elecciones, de-

nominado la modificación de Nash. Consiste en sustituir puntos singulares

de la variedad por las posiciones limites de los espacios tangentes de pun-

tos no singulares. John Nash inspirado por la demostración de Hironaka, se

planteo la siguiente pregunta: ¿Es posible obtener una resolución de singula-

ridades de una variedad V a través de una iteración finita de la modificación

de Nash?

Augusto Nobile en su artículo “Some properties of the Nash blowing-up"

[19] y Bernard Teissier en “The hunting of invariants in the geometry of dis-

criminants" [29] demostraron que en un cuerpo k de característica cero, la

modificación de Nash es un isomorfismo si y sólo si la variedad es no sin-

gular. Como corolario a este resultado, se tiene que en el caso de curvas, el

Método de Nash resuelve las singularidades con una iteración finita.

Rebassoo en 1977 en su tesis de doctorado “Desingularization Properties

of the Nash Blow-up Process" [25], demuestra que la iteración de la modifica-

ción de Nash resuelve las singularidades de la familia {zp − xp y r = 0} para p,

q y r en N.

En el caso de variedades de dimensión mayor o igual a dos es un proble-

ma abierto, incluso para las superficies tóricas.

En caracteristica positiva p > 0, la Modificación de Nash no funciona, un

contraejemplo, es considerar la variedad singular X = {y2 − x3 = 0} ⊂ k2 y su-

poner que trabajamos en un cuerpo de característica 2, entonces como la



10 INTRODUCCIÓN

modificación de Nash de X denotada por N 1X coincide con la explosión del

ideal jacobiano que define la ecuación de la curva, N 1X ∼= Bl〈2y−3x2〉X , note-

mos que en característica p = 2, se tiene que N 1X ∼= Bl〈−3x2〉, esto significa

que estamos estallando un ideal principal, luego N 1X es isomorfo a la varie-

dad inicial X .

Una de los grandes dificultades observadas en este método, es que la nor-

malidad no se conserva por la modificación de Nash. Una variación del Mé-

todo de Nash es utilizar la modificación de Nash Normalizada que consiste

en una iteración de la Modificación de Nash seguido por Normalización.

Sobre un cuerpo de característica cero, G. Gonzalez-Sprinberg, en 1982 en

su artículo “Résolution de Nash des points doubles rationnels" [10] probó que

en puntos dobles racionales son resueltos mediante la modificación de Nash

Normalizada. El 1983, H. Hironaka en “On Nash Blowing-up" [17] probó que

después de una iteración finita de la modificación de Nash Normalizada, to-

da singularidad de superficie es transformada en una singularidad Sandwich,

lo que significó una reducción al problema. Luego, en 1985, M. Spivakovsky

en su artículo “Sandwiched surface singularities and the Nash resolution for

surfaces" [28], demostró que en dimensión 2, toda singularidad Sandwish se

resuelve a través de la modificación de Nash Normalizada. Estos resultados

dan una esperanza que el Método de Nash (sin normalización) debería fun-

cionar, al menos en el caso de superficies.

En el contexto de variedades tóricas sobre un cuerpo de característica ce-

ro, G. Gonzalez-Sprinberg, en 1977, “Eventails en dimension 2 et transformé

de Nash" [9] probó que la iteración finita de la modificación de Nash Norma-

lizada resuelve singularidades de superficies tóricas normales. En el 2012, P.

González Perez y B. Teissier en “Toric geometry and the Semple Nash modi-

fication" [12] paralelo con D. Grigoriev y P. Milman en “Nash resolution for

binomial varieties as Euclidean division. A priori termination bound, polyno-

mial complexity in essential dimension 2" [13] han demostrado que en el caso

de variedades tóricas no necesariamente normales, la iteración de la modifi-

cación de Nash puede traducirse en un algoritmo puramente combinatorio.
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Finalmente, Duarte, en 2013 en su tesis doctoral “Nash modification on toric

surfaces and higher Nash blowup on normal toric varieties" [5], da una solu-

ción parcial al problema, en donde las iteraciones de un algoritmo combina-

torio que sigue elecciones de una transformación lineal L permite verificar,

en ciertos casos, que el Método de Nash funciona para superficies tóricas.

En esta tesis nos centraremos en analizar el algoritmo n dimensional da-

do por Grigoriev y Milman en [13], en primer lugar definiremos una transfor-

mación lineal, denotada por L, que generaliza la transformación previamente

definida por Duarte en [5]. Esta transformación L establece un orden lexico-

gráfico inverso en los elementos de un conjunto de exponentes monomiales

esencial ξ. Bajo ciertos criterios L permite seleccionar un subconjunto ∆ de

ξ compuesto por n n−tuplas linealmente independientes, este subconjunto

∆ se considera como la entrada del algoritmo n dimensional. Además se in-

corporan ejemplos específicos que permiten ilustrar la acción del algoritmo

sobre variedades tóricas de dimensión 3. Esta presentación visual mediante

ejemplos concretos contribuirá significativamente a una mejor comprensión

de cómo la iteración finita del algoritmo resuelve las singularidades.

Particularmente, en el Capítulo 1, se revisan las definiciones y resultados

clásicos de la teoría de variedades tóricas que son importantes para com-

prender los capítulos subsiguientes.

El Capítulo 2 se estructura en 2 secciones. En la primera sección, se pre-

sentan las definiciones, ejemplos y resultados principales de la modificación

de Nash aplicada a variedades tóricas. En la segunda sección, se presenta

el algoritmo multidimesional propuesto por Grigoriev y Milman en [13], y

se definen nuestros principales objetos de estudio, tales como: el L−valor,

Lk−valor, L−orden, orden canónico y L−algoritmo. En conjunto estas defi-

niciones permiten establecer criterios para escoger la entrada del algoritmo.

Además demostraremos que la salida del algoritmo corresponde a un nuevo

conjunto de exponentes monomiales esencial ξ1.
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En el Capítulo 3, iniciamos recordando el resultado de Duarte en [5] pa-

ra dimensión 2. La demostración de este resultado conlleva la iteración del

algoritmo de Nash, siguiendo elecciones de pares de vectores no colineales,

bajo una transformación lineal de la forma L(x, y) = ax +by . Posteriormente,

tras un número finito de iteraciones, se obtiene un nuevo conjunto de expo-

nentes monomiales para una de las cartas afines de la modificación de Nash.

A continuación, nos enfocamos en el objetivo central de este capítulo, el cual

consiste en una generalización parcial de dicho resultado a variedades tóricas

de dimensión 3.



Capítulo 1

Preliminares sobre variedades tóricas

En este capítulo estudiaremos definiciones y resultados de la teoria de

variedades tóricas que son necesarias para los próximos capítulos, comenza-

mos con la teoría clásica como es presentada en [3], y en [8].

1. Variedades Tóricas Afín

Sea C∗ = C\{0}, la variedad afín (C∗)n es un grupo bajo la multiplicación

componente a componente.

DEFINICIÓN 1.1. Un Toro T es una variedad afín isomorfa a (C∗)n para

algún n, donde T hereda una estructura de grupo del isomorfismo.

EJEMPLO 1. Sea V =V (x2−y) ⊂C2, consideremos Vx y =V ∩(C∗)2, como Vx y

es el gráfico de la aplicación C∗ → C dada por t 7−→ t 2, el morfismo C∗ → Vx y

dado por t → (t , t 2) es biyectivo, y este isomorfismo da a Vx y la estructura de

grupo de C∗ por (a, a2)(b,b2) = (ab, (ab)2).

DEFINICIÓN 1.2. Un caracter de un toro T es un morfismo χ :T→C∗ que

es un homomorfismo de grupos.

EJEMPLO 2. Sea m = (a1, a2, ..., an) ∈ Zn , el caracter χm : (C∗)n → C∗ esta

definido por

χm(t1, t2, ..., tn) = t a1
1 t a2

2 · · · t an
n .

En el capítulo 16 de [18], se demuestra que todos los caracteres de (C∗)n

surgen de esta manera, así los caracteres de (C∗)n forman un grupo isomorfo

a Zn .

DEFINICIÓN 1.3. Un subgrupo uno-parámetro de un toro T es un morfis-

mo λ :C∗ →T que es un homomorfismo de grupos.

EJEMPLO 3. El subgrupo uno-parámetro definido por u = (b1,b2, ...,bn) ∈
Zn es λu :C∗ → (C∗)n , donde t 7−→ (t b1 , t b2 , ..., t bn ).

13
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En el capítulo 16 de [18] también se demuestra que todo subgrupo uno-

parámetro surge de esta manera, y por lo tanto el subgrupo uno-parámetros

de (C∗)n es también isomorfo a Zn .

Es habitual decir que m ∈ M da el caracter χm :T→ C∗ y que u ∈ N da el

subgrupo uno-parámetro λu :C∗ →T.

Notemos que existe un par bilineal natural 〈 , 〉 : M ×N →Z definido por

Dado un caracter χm y un subgrupo uno-parámetro λu , la composi-

ción χm ◦λu :C∗ →C∗ es un caracter de C∗ dado por t 7→ t l para l ∈Z.

Luego 〈m,u〉 = l .

Si T = (C∗)n con m = (a1, a2, ..., an) ∈ Z y u = (b1,b2, ...,bn) ∈ Z, enton-

ces

〈m,u〉 =
n∑

i=1
ai bi .

De acuerdo con el capítulo 1 de [3], los caracteres y subgrupos uno-parámetro

de un toro T forman los grupos abelianos libre M y N de rango finito con el

par 〈 , 〉 : M×N →Z que identifica N con HomZ(M ,Z) y a M con HomZ(N ,Z).

Desde este punto de vista, el isomorfismo T∼= (C∗)n induce los isomorfis-

mo M ∼=Z y N ∼=Z.

DEFINICIÓN 1.4. Un reticulado es un grupo abeliano libre de rango finito,

entonces un reticulado de rango n es isomorfo a Zn .

De la definición anterior, dado un toro arbitrario T, M , es llamado el re-

ticulado de caracteres de T y N es llamado el reticulado de subgrupo uno-

parámetro de T. Además N es el dual de M .

DEFINICIÓN 1.5. Una variedad tórica afín es una variedad afín irreduci-

ble V que contiene un toro T como un subconjunto abierto de la topología

de Zariski, tal que la acción de T sobre si mismo se puede extender a una ac-

ción algebraica de T a V . Por acción algebraica nos referimos a una acción

T ×V →V dada por un morfismo.
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EJEMPLO 4..

1. La curva plana V1 := V (x2 − y) ⊂ C2 del Ejemplo 1, es una variedad

tórica afín que contiene al toro:

V1 ∩ (C∗)2 = {(t , t 2) | t ̸= 0} ∼=C∗,

como un subconjunto abierto. La acción del toro en si mismo se extien-

de a V mediante (a,b) ∈V ; con (t , t 2)(a,b) = (t a, t 2b).

2. La curva plana V2 = V (x3 − y2) ⊂ C2, es una variedad tórica afín con

toro:

V2\{0} =V2 ∩ (C∗)2 = {(t 2, t 3) | t ∈C∗} ∼=C∗,

donde el isomorfismo es t 7−→ (t 2, t 3).

3. La variedad V3 =V (x y − zw) ⊆C4, es una variedad tórica con toro:

V3 ∩ (C∗)4 = {(t1, t2, t3, t1t2t−1
3 )| ti ∈C∗} ∼= (C∗)3,

donde el isomorfismo es (t1, t1, t3) 7→ (t1, t2, t3, t1t2t−1
3 ).

Dado un toro T con reticulado de caracteres M y un conjunto

ξ := {m1,m2, ...,ms} ⊂ M ,

cada mi nos da el caracter χmi :T→C∗. Consideremos la aplicación

Φξ : T −→ Cr

t 7−→ (
χm1 (t ),χm2 (t ), ...,χm2 (t )

) ∈Cs .

La clausura Φξ(T) en la topología de Zariski, denotada por Xξ, es una

variedad tórica afín, cuyo toro tiene como reticulado de caracteres al sub-

reticulado Zξ⊆ M . En particular, la dimensión de Xξ es igual al rango de Zξ,

veremos que cada variedad tórica afín es isomorfa a Xξ, para algún subcon-

junto finito ξ de un reticulado.

Dada la variedad tórica afín Xξ, el conjunto ξ induce la aplicación φ̂ξ :

Zr → M , que envía la base estándar e1, ...,er a m1, ...,mr . Sea L el kernel de

φ̂ξ. Entonces el ideal de la variedad tórica afín Xξ es:

I (Xξ) = 〈
xα−xβ |α, β ∈Zr

≥0 ∧ α−β ∈ L
〉

, (1.1)
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donde xα := xα1
1 xα2

2 · · ·xαr
r .

DEFINICIÓN 1.6. Sea L ⊆Zr un sub-reticulado.

1. El ideal IL = 〈
xα − xβ | α, β ∈ Zr

≥0 ∧ α−β ∈ L
〉

es llamado el ideal

reticulado.

2. Un ideal reticulado primo es llamado ideal tórico.

EJEMPLO 5..

1. Como las variedades tóricas son irreducibles, los ideales como en (1.1)

son ideales tóricos.

2. 〈x3 − y2〉 ⊆C[x, y].

3. 〈xz − y w〉 ⊆C[x, y, z, w].

Notemos que en cada ejemplo, tenemos un ideal principal generado por

binomios, la siguiente proposición muestra que tales ideales son automáti-

camente tóricos.

PROPOSICIÓN 1.1. Un ideal I ⊆ C[x1, ..., xr ] es tórico si y sólo si es primo y

generado por binomios.

DEMOSTRACIÓN. Ver Proposición 1.1.11, en [3]. □

Más tarde veremos que toda variedad tórica afín surge de un ideal tórico.

1.1. Semigrupo afín.

DEFINICIÓN 1.7. Un semigrupo es un conjunto S con una operacion bina-

ria (+) asociativa y un elemento de identidad (0). Para que S sea un semigru-

po afín también requerimos que:

El semigrupo está finitamente generado, es decir, existe un conjunto fi-

nito ξ⊂ S tal que Z≥0ξ= S.

El semigrupo se puede incrustar en el reticulado M.
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EJEMPLO 6..

1. El ejemplo más simple de un semigrupo afín es (Z≥0)n ⊆Zn .

2. Dado un reticulado M y un conjunto finito ξ ⊆ M, se obtiene el semi-

grupo afín Z≥0ξ⊆ M. Módulo isomorfismo, todos los semigrupos afines

son de esta forma.

DEFINICIÓN 1.8. Dado un semigrupo afín S ⊂ M, definimos la C−álgebra

de semigrupo, denotada por C[S], como el espacio vectorial sobre C con S co-

mo base y multiplicación inducida por la estructura de semigrupo de S. Más

precisamente, si M es el reticulado de caracteres de un toro T y m ∈ M da el

caracter χm , entonces

C[S] :=
{ ∑

m∈S
cmχ

m | cm ∈C∧ cm = 0 para todos excepto un número finito m

}
,

con multiplicación inducida por χm ·χm′ =χm+m′
.

EJEMPLO 7. El semigrupo afín Zn
≥0 ⊂Zn da el anillo de polinomios

C[Zn
≥0] =C[x1, ..., xn],

donde xi =χei y e1, ...,en es la base estándar de Zn .

PROPOSICIÓN 1.2. Sea S ⊆ M un semigrupo afín. Entonces

(a) C[S] es un dominio de integridad y finitamente generado como una

C−álgebra.

(b) Spec(C[S]) es una variedad tórica cuyo toro tiene reticulado de ca-

racteres ZS, y si S = Z≥0ξ para un conjunto finito ξ ⊆ M, entonces

Spec(C[S]) = Xξ.

DEMOSTRACIÓN. Ver Proposición 1.1.14, en [3]. □

EJEMPLO 8. Consideremos el semigrupo afín S ⊂ Z generado por 2 y 3, asi

S = {0,2,3, ...}. Si ξ = {2,3}, entonces Φξ(t ) = (t 2, t 3) y el ideal tórico es I (Xξ) =〈
x3 − y2

〉
, entonces

C[S] =C[t 2, t 3] ∼=C[x, y]/〈x3 − y2〉,

y la variedad tórica afín Xξ es la curva x3 = y2.
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Para finalizar, enunciamos el resultado principal de este capítulo, el cual

afirma que los diversos enfoques a las variedades tóricas afines conducen a

la misma clase de objetos.

PROPOSICIÓN 1.3. Sea V una variedad afín, los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. V es una variedad tórica afín como se acordó en la Definición 1.5.

2. V = Xξ para algún conjunto finito en el reticulado.

3. V es una variedad afín definida por un ideal tórico.

4. V = Spec(C[S]) para un semigrupo afín S.

DEMOSTRACIÓN. Ver Teorema 1.1.17 en [3]. □

Es importante señalar que la definición de variedad tórica afín no depen-

de de la elección del conjunto ξ en el siguiente sentido. Consideremos el se-

migrupo Z≥0ξ, como es finitamente generado, este semigrupo determina la

C−álgebra finitamente generada

C[Z≥0ξ] :=C[χm1 ,χm2 , ...,χmr ],

con la multiplicación inducida por χm ·χm′ =χm+m′
, entonces

Xξ = Spec C[Z≥0ξ].

En particular, si ξ y ξ′ son dos subconjuntos de M que satisfacen Z≥0ξ =
Z≥0ξ

′, se tiene que Xξ = Xξ′ .



Capítulo 2

La Modificación de Nash

1. La Modificación de Nash como un algoritmo combinatorial

Comenzamos el capítulo dando algunas definiciones y ejemplos básicos

acerca de la modificación de Nash, definiremos nuestro principal objeto de

estudio y se ilustrarán algunos resultados importantes.

1.1. Definiciones básicas y ejemplos.

DEFINICIÓN 2.1. Una resolución de singularidades de una variedad singu-

lar X es:

(1) Un morfismo propio birracional ϕ : Y → X ,

(2) Y es una variedad no singular,

(3) Y \ϕ−1(Si ng (X )) ∼= X \Si ng (X ), donde Si ng (X ) denota el lugar singu-

lar de X .

Consideremos una variedad algebraica irreducible X de dimensión m en

Cr y la aplicación de Gauss, que asocia a cada punto no singular el espacio

tangente a la variedad en dicho punto:

G : X \Si ng (X ) −→ G(m,r )

x 7−→ Tx X ,

donde G(m,r ) es el Grassmaniano de los espacios vectoriales m-dimensionales

en Cr , y Tx X el espacio tangente a X en x.

Denotemos por N 1X a la clausura del gráfico de G en la topología de Za-

riski, es decir:

N 1X := g r (G) = {(p,Tp X ) | p ∈ X \Si ng (X )},

19



20 2. LA MODIFICACIÓN DE NASH

y llamemos v a la aplicación N 1X → X

N 1X ,→ X ×G(m,r )

prXv
H
HHH

HHj ?

X

DEFINICIÓN 2.2. Llamamos la modificación de Nash de X al par
(
N 1X , v

)
.

OBSERVACIÓN 1. Si consideramos una secuencia de puntos suaves {xi } ⊂ X

que convergen a un punto no singular y sus respectivos espacios tangentes

Txi X , la variedad algebraica N 1X separa los puntos singulares de X , en fun-

ción de todos los límites de espacios tangentes posibles.

Si x ∈ X es un punto no singular, entonces la fibra v−1(x) es únicamen-

te el punto y su tangente es decir, {(x,Tx X )}.

Si x es un punto singular, la fibra v−1(x) consiste en todos los limites de

espacios tangentes de X a lo largo de la secuencia de puntos no singu-

lares que tienden a x, es decir
{
(x,T ) | T es el limite de espacios tangentes

}
.

El hecho de estar considerando la clausura, permite considerar todos

los limites posibles.

Nobile en [19] prueba que la Modificación de Nash es independiente de

la incrustación de X en el espacio afín Ar .

Por otro lado, la aplicación v : N 1X → X es un morfismo propio birracio-

nal que induce una biyección entre N 1X \v−1(Si ng (X )) y X \Si ng (X ). Enton-

ces, dada una variedad singular X , aplicando la modificación de Nash obte-

nemos:

X
v0←−−−−−−N 1X ,

donde v0 satisface las condiciones (1) y (3) de una resolución de singularida-

des según la Definición 2.1. Para completar la resolución de las singularida-

des de X , sólo nos bastaría conocer si N 1X tiene o no singularidades. Si N 1X

es no singular el proceso termina, y si N 1X presenta singularidades, volve-

mos a aplicar la modificación de Nash.
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De esta manera el proceso de aplicar la modificación de Nash a cada va-

riedad algebraica no singular que se genera, obtenemos el siguiente secuen-

cia:

X
v0←−−−−−−N 1X

v1←−−−−−−N 2X
v2←−−−−−− ·· · vi−1←−−−−−−−−N i X

vi←−−−−−− ...

donde N k X :=N 1(N k−1X ).

Es natural preguntarnos si mediante la iteración finita de la modificación

de Nash, obtenemos una resolución de singularidades. Algunos resultados

parciales a esta pregunta, son los siguientes:

Nobile en [19] y Teissier en [29], demuestran que sobre un cuerpo k

de característica cero, N 1X es isomorfo a X si y sólo si X es no sin-

gular, consecuencia de este resultado es que para el caso de curvas, el

Método de Nash resuelve las singularidades con una iteración finita.

Rebassoo en [25], demuestra que la iteración de la modificación de

Nash resuelve las singularidades de la familia {zp − xp y r = 0} para p,

q y r en N. No obstante, en el caso de variedades de dimensión ma-

yor o igual a dos es un problema abierto, incluso para las superficies

tóricas.

Debido a que el Método de Nash no conserva la normalidad de una

variedad, nace una variación del Método Nash es la Modificación de

Nash Normalizada, que consiste en una iteración de la Modificación

de Nash seguido por Normalización, aquí se ha avanzando bastante,

ya que H. Hironaka probó que después de una iteración finita de la

Modificación de Nash Normalizada, toda singularidad de superficie

es transformada en una singularidad Sandwich, y finalmente M. Spi-

vakovsky demostró que en dimensión 2, toda singularidad Sandwish

es resuelta a través de la Modificación de Nash Normalizada.
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Ahora veamos un ejemplo de la modificación de Nash.

EJEMPLO 9. [Modificación de Nash]

Consideremos la variedad C = {ym − xn = 0} con m < n, cuyo único punto sin-

gular es el origen y un punto arbitrario no singular p := (x0, y0) sobre C .

El espacio tangente en el punto p está dado por:

TpC = {(x, y) | −nxn−1
0 x +mym−1

0 y = 0},

como el punto p = (x0, y0) es no singular, entonces TpC es una recta que pasa

por el origen, y por lo tanto la podemos analizar como un punto en el plano

proyectivo:

TpC = [mym−1
0 : nxn−1

0 ]

para mejorar este representante, primero multiplicamos por y0, luego reempla-

zamos ym por xn (ya que ym −xn = 0) y finalmente multiplicamos por 1
xn−1

0
.

TpC = [(mym
0 : nxn−1

0 y0],

= [mxn
0 : nxn−1

0 y0],

= [mx0 : ny0],

luego, por definición tenemos que:

N 1C =
{(

(x, y), [mx : ny]
) ∈C ×P1 | (x, y) ∈C \Si ng (C )

}
,

=
{(

(x, y), [mx : ny]
) ∈C ×P1 | (x, y) ̸= (0,0)

}
.

Recordemos que un espacio proyectivo de dimensión n puede cubrirse por

n +1 cartas afín,

Pn =U0 ∪U1 ∪U2 ∪ ...∪Un ,

donde Ui := {
[x0 : x1 : x2 : ... : xn] ∈Pn | xi ̸= 0

}
. Como N 1C ⊂C ×P1, analizando

sus cartas afín, se puede estudiar si N 1C es o no singular.
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Si Vi :=C ×Ui entonces:

N 1C ∩V0 =
{(

x, y,
ny

mx

)
∈ k3 | ym −xn = 0, (x, y) ̸= (0,0)

}
,

⊂
{

(x, y,u) ∈ k3 | m

n
xu = y, ym −xn = 0

}
,

=
{

(x,u) ∈ k2 |
(m

n
xu

)m −xn = 0
}

,

=
{

(x,u) ∈ k2 | xm
((m

n
u

)m −xn−m
)
= 0

}
,

=
{

(x,u) |
(m

n
u

)m −xn−m = 0
}
∪

{
xm = 0

}
.

Como N 1C ∩V0 es irreducibles, necesariamente:

N 1C ∩V0 =
{

(x,u) |
(m

n
u

)m −xn−m = 0
}

,

mediante el cambio de variable adecuado, se puede escribir como:

N 1C ∩V0 =
{
(x, t ) | t m −xn−m = 0

}
.

En esta carta afín de N 1C obtuvimos otra curva que es un poco menos

singular, ya que los exponentes acaban de bajar, una iteración nos produjo el

mismo tipo de curva pero con cierta mejora, entonces aplicando más iteracio-

nes, finalmente obtendremos otra curva con uno de los exponentes igual a 1,

la cual es no singular.

En la próxima definición introduciremos el objeto principal de estudio.

Dado un conjunto ξ := {γ1, ...,γr } ⊂Zn , consideraremos el grupo

Zξ :=
{

r∑
k=1

λkγk |λk ∈Z
}

y el semigrupo

Z≥0ξ :=
{

r∑
k=1

λkγk |λk ∈Z≥0

}
generado por ξ.
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DEFINICIÓN 2.3. Sea ξ := {γ1, ...,γr } ⊂Zn tal que Zξ=Zn .

Consideremos la siguiente aplicación monomial:

Φξ : (k∗)n −→ kr

x = (x1, ..., xn) 7−→ (xγ1 , ..., xγr ),

donde xγk := x
γk,1
1 · · ·x

γk,n
n y γk = (γk,1, · · · ,γk,n), para k = 1, · · · ,r .

i. Definimos la variedad tórica afín X :=Φξ

(
(k∗)n

)
, correspondiente a la

clausura de la imagen de Φξ en la topología de Zariski.

ii. Llamamos a ξ un conjunto de exponentes monomiales de X .

iii. Sea Conv(ξ) la cápsula convexa de ξ en Rn . Si 0 ∉ Conv(ξ), decimos

que X es una variedad tórica afín esencial y ξ un conjunto de expo-

nentes monomiales esencial.

iv. El conjunto reducido de ξ, Red(ξ), es el conjunto de vectores de ξ que

no se pueden escribir como la suma de elementos del semigrupo Z≥0(ξ),

es decir:

Red(ξ) := {
γ ∈ ξ | no existe δ1,δ2 ∈Z≥0ξ tal que γ= δ1 +δ2

}
.

PROPOSICIÓN 2.1. Una variedad tórica afín X es esencial
(
0n ∉ Conv(ξ)

)
si y sólo si 0 ∈ X .

DEMOSTRACIÓN. Consultar en [13] Afirmación 3.2. □

EJEMPLO 10. [Paragua de Whitney]

Consideremos el conjunto de exponentes monomiales ξ= {(1,0), (1,1), (0,2)}

este conjunto induce la siguiente aplicación monomial:

Φξ : (k∗)2 −→ k3

(u, v) 7−→ (
(u, v)(1,0), (u, v)(1,1), (u, v)(0,2)

)
= (u1v0,u1v1,u0v2)

= (u,uv, v2)

la superficie tórica asociada es X = {(x, y, z) ∈ k3
∣∣ x2z − y2 = 0}.
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FIGURA 1. Superficie tórica asociada a ξ.

Los puntos singulares de X están determinados por las ecuaciones:

∂(x2z − y2)

∂x
= ∂(x2z − y2)

∂y
= ∂(x2z − y2)

∂z
= x2z − y2 = 0,

entonces

2xz =−2y = x2 = x2z − y2 = 0,

luego el lugar singular de X es Si ng (X ) = {
(0,0, z)

}
.

Sea p ∈ X \Si ng (X ), digamos p := (x0, y0, z0) entonces

Tp X = {
(x, y, z) |2x0z0x −2y0 y +x2

0 z = 0
}
,

viendo el espacio tangente como un punto en G(2,3) nos queda:

Tp X = [
x2

0 : −2y0 : 2x0z0
]

y como p = (x0, y0, z0) debe tener la forma (u,uv, v2) para cumplir con la pa-

rametrización de X nos queda:

Tp X = [
u2 : −2uv : 2uv2]

= [
u : −2v : 2v2].

Por definición:

N 1X = g r (G),

= {(p,Tp X ) | p ∈ X \Si ng (X )},

=
{(

(u,uv, v2), [u : −2v : 2v2]
)
∈ X ×P2 | (u,uv, v2) ∈ X \Si ng (X )

}
,

∼=
{(

(u,uv, v2), [u : −2v : 2v2]
)
∈ X ×P2 | (u, v) ∈ (k∗)2

}
.
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Dado que los conjuntos (k∗)2 y X \Si ng (X ) son densos en X , podemos es-

cribir (k∗)2 en lugar de X \Si ng (X ) en la definición de N 1X .

Luego, como N 1X ⊂ X ×P2, consideraremos las cartas afines U0, U1 y U2

de P2 y estudiaremos si N 1X tiene singularidades analizando las cartas afines

Vi := X ×Ui para i = 0,1,2.

N 1X ∩V0
∼=

{(
u,uv, v2, −2v

u , 2v2

u

)
∈ k5 | (u, v) ∈ (k∗)2

}
,

∼=
{(

u,uv, v2,−2u−1v,2u−1v2
)
∈ k5 | (u, v) ∈ (k∗)2

}
.

Usando el isomorfismo

φ : k5 −→ k5

(x, y, z, w, t ) 7−→
(
x, y, z, w

−2 , t
2

)
,

obtenemos que:

N 1X ∩V0
∼=

{(
u,uv, v2,u−1v,u−1v2

)
∈ k5 | (u, v) ∈ (k∗)2

}
.

De forma análoga, obtenemos las restantes cartas afines de N 1X :

N 1X ∩V1
∼=

{(
u,uv, v2,uv−1, v

)
∈ k5 | (u, v) ∈ (k∗)2

}
.

N 1X ∩V2
∼=

{(
u,uv, v2,uv−2, v−1

)
∈ k5 | (u, v) ∈ (k∗)2

}
.

Por otro lado, recordemos que el conjunto de exponentes monomiales es

ξ= {γ1 := (1,0),γ2 := (1,1),γ3 := (0,2)}.
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Definamos los conjuntos:

ξ12 := {γ1,γ2,γ3,γ3 −γ2,γ3 −γ1},

= {(1,0), (1,1), (0,2), (−1,1), (−1,2)}.

ξ13 := {γ1,γ2,γ3,γ2 −γ3,γ2 −γ1},

= {(1,0), (1,1), (0,2), (1,−1), (0,1)}.

ξ23 := {γ1,γ2,γ3,γ1 −γ3,γ1 −γ2},

= {(1,0), (1,1), (0,2), (1,−2), (0,−1)}.

Notemos que el conjunto de exponentes monomiales ξ12 induce la aplica-

ción:

Φξ12
: (k∗)2 −→ k5

(u, v) 7−→ (
(u, v)(1,0), (u, v)(1,1), (u, v)(0,2), (u, v)(−1,1), (u, v)(−1,2)

)
= (u,uv, v2,u−1v,u−1v2).

tal que

N 1X ∩V0
∼=Φξ12

(
(k∗)2

)
.

De modo similar se obtiene que:

N 1X ∩V1
∼=Φξ13

(
(k∗)2

)
y N 1X ∩V2

∼=Φξ23

(
(k∗)2

)
.

Estas congruencias ilustran que las cartas afín de la Modificación de Nash

de X son superficies tóricas afines.

Por otro lado, aunque X es esencial, en una de las cartas afín de N 1X no

lo es, ya que (0,0) ∈Conv(ξ23). Sin embargo, en [11], sección 4, ejemplo 5, está

probado que:

N 1X ∩V2 ⊂N 1X ∩V1,

y como (0,0) ∉ Conv(ξ12) y (0,0) ∉ Conv(ξ13), concluimos que N 1X está cu-

bierta por superficies tóricas afines esencial.

El ejemplo del paragua de Whitney ilustra el siguiente hecho general.

PROPOSICIÓN 2.2. Sea X una variedad tórica afín esencial, entonces N 1X

está cubierta por variedades tóricas afines esenciales.
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DEMOSTRACIÓN. Ver [13] construcción 4.5 y afirmación 4.6.

□

La Proposición 2.2 permite hacer iteraciones de este proceso, ya que al

comenzar con una variedad tórica esencial X , la modificación de Nash gene-

ra una variedad tórica esencial. La pregunta que surge ahora es : ¿cuándo nos

detenemos?, la respuesta nos la da el siguiente resultado obtenido en [13] cri-

terio 3.16.

PROPOSICIÓN 2.3. Una variedad tórica esencial X de dimensión n dada

por algún conjunto de exponentes monomiales ξ es no singular si y sólo si el

conjunto ξ tiene asociado un conjunto minimal de exponenetes monomiales

Red(ξ) con n elementos.

En resumen, si comenzamos con una variedad tórica esencial X de di-

mensión n, las proposiciones 2.2 y 2.3 muestran que la iteración de la modi-

ficación de Nash está descrita mediante un algoritmo que se detiene cuando

un conjunto de exponentes monomiales esencial resultante ξ′, satisface que

Red(ξ′) tiene cardinalidad n.
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2. L-Algoritmo de Nash n dimensional

A continuación, procederemos a proporcionar una descripción del algo-

ritmo multidimensional presentado en la sección 4 del artículo [13].

2.1. Algoritmo n dimensional. Para n ≥ 1, consideremos el conjunto

minimal de exponentes monomiales ξ ⊂ Zn asociado a alguna variedad tó-

rica (ver Definición 2.3), tal que Zξ=Zn y 0n ∉Conv(ξ). Denotemos por S(ξ)

al conjunto de todas las n−tuplas de vectores linealmente independientes en

ξ= {γ1,γ2, · · · ,γr } ⊆Zn con r > n.

La entrada es el conjunto ξ y una colección fija ∆J =
{
γJ1 ,γJ2 , · · · ,γJn

} ∈
S(ξ).

Para cada i ∈ {1,2, · · · ,n} generamos el conjunto:

A
(
ξ,γJi

)= {
γ−γJi | γ ∈ ξ\∆J tal que det(γJ1 ,γJ2 , · · · ,γJi−1 ,γ,γJi+1 , · · · ,γJn ) ̸= 0

}
Luego construimos el conjunto:

ξ1 =Red

ξ∪(
n⋃

i=1
A

(
ξ,γJi

)) .

(ver apartado iv. de la Definición 2.3).

• Si 0n ∈Conv
(
ξ1

)
, descartamos ∆J y fijamos otro ∆J ′ ∈ S(ξ).

• Si 0n ∉ Conv
(
ξ1

)
entonces este conjunto es un conjunto de ex-

ponentes monomiales para una carta afín de la Modificación de

Nash de X .

La salida corresponde al conjunto de exponentes monomiales esen-

cial ξ1.

Notemos que siempre existe al menos una colección ∆ ∈ S(ξ) tal que ξ1

es esencial, pues la Proposición 2.2, indica que la Modificación de Nash de X

está cubierta por cartas afines esenciales.
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En la Proposición 2.5 se establecerá un método canónico para seleccionar

una colección ∆ ∈ S(ξ) y se verifica que al aplicar el algoritmo 2.1 conforme

a esta elección, se generará un conjunto de exponentes monomiales esencial.

Al emplear el conjunto de salida como un nuevo conjunto de entrada, se

establece un proceso algorítmico. Denotaremos por ξk al conjunto de expo-

nentes monomiales esencial obtenido en la k−ésima salida del algoritmo.

La finalización del algoritmo ocurre cuando el conjunto de exponentes

monomiales esencial ξk ⊂Zn alcanza una cardinalidad de n vectores, ya que,

según la Proposición 2.3, la variedad tórica asociada a ξk resulta no singular.

Consideremos las siguientes funciones lineales:

Lk (x1, x2, · · · , xn) = a1,k x1 +a2,k x2 +·· ·+an,k xn , a j ,k ∈R y k ∈ {1,2, · · · ,n},

tales que Lk
(
(0)n

)= 0 y el determinante de la siguiente matriz es diferente de

cero

L =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...

an,1 an,2 · · · an,n

 .

El L-orden sobre Zn es el orden lexicográfico inverso dado por la n-tupla

L := (L1, ...,Ln).

Sean γ1,γ2 ∈ Zn diremos que: γ1 ≤L γ2 cuando existe κ ∈ {1,2, · · · ,n} tal

que Lκ(γ1) < Lκ(γ2) y Ll (γ1) = Ll (γ2) para todo l > κ, el caso κ = n, corres-

ponde simplemente a Ln(γ1) <Ln(γ2).

OBSERVACIÓN 2. El L-orden es un orden total para Zn . Por abuso de nota-

ción, en lugar de emplear la expresión γ1 ≤L γ2, usaremos la notación L(γ1) <
L(γ2).

DEFINICIÓN 2.4. Sea ξ un conjunto de exponentes monomiales, diremos

que un L-orden es admisible para ξ (o simplemente L-orden para ξ), si para

todo γ ∈ ξ se tiene que existe κ ∈ {1,2, · · · ,n} tal que Lκ(γ) > 0 y Ll (γ) = 0 para

todo l > κ.
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Note que la definición 2.4 no establece ninguna condición para L j (γ) con

j < k, es decir L j (γ) ∈R.

PROPOSICIÓN 2.4. Todo conjunto de exponentes monomiales esencial ad-

mite un L-orden admisible .

DEMOSTRACIÓN. Recordemos que un conjunto de exponentes monomia-

les es esencial, cuando existe un hiperplano H(x1, x2, · · · , xn) tal que ξ está

contenido en H+(x1, x2, · · · , xn). Luego si definimos

L= (
L1(x1, x2, · · · , xn), · · · ,Ln(x1, x2, · · · , xn) = H(x1, x2, · · · , xn)

)
donde L1, L2 , · · · ,Ln nos linealmente independientes, se tiene que L−orden

inducido por L es admisible, pues para todo γ ∈ ξ se tiene que Ln(γ) > 0. □

DEFINICIÓN 2.5. Para γ ∈ ξ⊂Zn , definimos el Lk−valor de γ como la ima-

gen de γ bajo Lk ∈ (
Rn

)∨.

DEFINICIÓN 2.6. Dado un conjunto de exponentes monomiales esencial ξ,

diremos que un L-orden admisible es canónico si la matriz L es una matriz

con coeficientes enteros y determinante ±1.

OBSERVACIÓN 3. Dado un conjunto de exponentes monomiales esencial ξ,

y un L-orden admisible canónico para ξ. Entonces la aplicación lineal:

T (x) = (
L1(x),L2(x), · · · ,Ln(x)

)
, (2.1)

con x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Zn , es un automorfismo de Z−módulo que respeta el

orden inducido por L. Luego, para cada elemento T (γ) ∈ T (ξ), podemos consi-

derar el L′−orden inducido por:

L′(T (γ)) = (x1, x2, · · · , xn),

es decir, el L′
k -valor del elemento T (γ) ∈ T (ξ) corresponde a la k−ésima coor-

denada de T (γ). Además, se cumple que:

T
(
ξ
)⊂Zn−1 ×Z≥0.

EJEMPLO 11. Consideremos el conjunto de exponentes monomiales esen-

cial ξ= {
δ1 = (1,−1,0), δ2 = (0,1,−1), δ3 = (1,0,0), δ4 = (2,0,1)

}⊂Z3 y las fun-

ciones lineales:

L= (L1(x, y, z) = x,L2(x, y, z) = x + y,L3(x, y, z) = x + y + z)



32 2. LA MODIFICACIÓN DE NASH

notemos que:

L(δ1) <L(δ2), pues L3(δ1) =L3(δ2) y L2(δ1) <L2(δ2).

L(δ1) <L(δ3), pues L3(δ1) <L3(δ3).

L(δ1) <L(δ4), pues L3(δ1) <L3(δ4).

L(δ2) <L(δ3), pues L3(δ2) <L3(δ3).

L(δ2) <L(δ4), pues L3(δ2) <L3(δ4).

L(δ3) <L(δ4), pues L3(δ3) <L3(δ4).

luego el L−orden sobre ξ inducido por L es:

L(δ1) <L(δ2) <L(δ3) <L(δ4).

Por otro lado, la matriz L =


1 1 1

0 1 1

0 0 1

 tiene coeficiente enteros y determi-

nante 1, entonces el L−orden inducido por L es canónico. Aplicando el auto-

morfismo de Z−módulo:

T (x, y, z) = (x, x + y, x + y + z),

al conjunto ξ, obtenemos:

T (ξ) = {
T (δ1) = (1,0,0),T (δ2) = (0,1,0),T (δ3) = (1,1,1), T (δ4) = (2,2,3)

}
,

observemos que el L−orden canónico definido por

L′ = (
L′

1(x, y, z) = x,L′
2(x, y, z) = y,L′

3(x, y, z) = z
)

,

respeta el orden inducido por L, en efecto

L′ (T (δ1)
)<L′ (T (δ2)

)<L′ (T (δ3)
)<L′ (T (δ4)

)
.

DEFINICIÓN 2.7. Dado un conjunto de exponentes monomiales esencial ξ,

diremos que ∆ ∈ S(ξ) es la L−elección, si ∆ está compuesta por las primeras n

n−tuplas linealmente independientes que aparecen en el orden inducido por

el L−valor de cada γ ∈ ξ.

DEFINICIÓN 2.8. El L-algoritmo de Nash es el algoritmo obtenido al apli-

car sucesivamente el algoritmo n-dimensional 2.1, usando en cada paso, como

conjunto de entrada, la respectiva L−elección. Diremos que el L-algoritmo de

Nash finaliza o resuelve el problema, si existe un número finito de iteraciones
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tal que el algoritmo entrega un conjunto de exponentes monomiales de cardi-

nalidad igual a n.

Dado un conjunto de exponentes monomiales esencial ξ, con un L−orden

admisible inducido por L, entonces al iterar el algoritmo n−dimensional 2.1,

utilizando la L-elección ∆ como entrada, se genera un nuevo conjunto de ex-

ponentes monomiales ξ1 dotado de un L−orden admisible también inducido

por L. El siguiente resultado muestra que ξ1 es también esencial.

PROPOSICIÓN 2.5. Sea ξ = {γ1,γ2,γ3, · · · ,γr } ⊂ Zn con r > n un conjunto

de exponentes monomiales esencial de alguna variedad tórica de dimensión n.

Entonces el conjunto ξ1 generado por la iteración de algoritmo n−dimensional

2.1 usando como conjunto de entrada la L-elección, es también es esencial.

DEMOSTRACIÓN. Es necesario probar que la clausura convexa del conjun-

to de exponentes monomiales ξ1, obtenido en una iteración del L−algoritmo

de Nash siguiendo la elección ∆ ∈ S(ξ), no incluye el origen 0n .

Supongamos que esto es falso. Es decir, 0n ∈Conv(ξ1).

Sean δ1, δ2, · · · , δr ∈ ξ1 y t1, · · · , tr > 0 números reales tales que
∑

t j = 1 y∑
t jδ j = 0n .

Por construcción, para cada j ∈ {1,2, ...,r } sabemos que existe κi ∈ {1,2, · · · ,n}

tal que Lκ(δi ) > 0 y Ll (δ j ) = 0 para todo l > κi .

Como
∑

t jδ j = 0n , tenemos
∑

tiLn(δ j ) = 0. Luego Ln(δ j ) = 0 para todo

j ∈ {1,2, ...,r }.

Sea i0 tal que Li (δ j ) = 0 para todo i > i0 y j ∈ {1, ...,r }. Luego Li0 (δ j ) ≥ 0

para todo j ∈ {1, ...,r }. De la misma forma que antes tenemos que
∑

tiLi0 (δ j ) =
0. Luego Li0 (δ j ) = 0 para todo j ∈ {1,2, ...,r }. Entonces por hipótesis de recu-

rrencia obtenemos que:

Li (δ j ) = 0

para todo i ∈ {1,2, ...,n} y j ∈ {1,2, ...,r }. Lo que es una contradicción. □
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EJEMPLO 12. Consideremos el conjunto de exponentes monomiales esen-

cial ξ= {
γ1 = (1,0,0), γ2 = (0,1,0), γ3 = (1,1,1), γ4 = (2,2,3)

}⊂Z3 con L−orden

canónico definido por L = (L1(x, y, z) = x,L2(x, y, z) = y,L3(x, y, z) = z). Desde

el ejemplo 11 tenemos el orden estricto:

L(γ1) <L(γ2) <L(γ3) <L(γ4),

además como γ1, γ2 y γ3 son linealmente independientes, la L−elección es la

terna ∆= {γ1,γ2,γ3}.

En la primera iteración del L−algoritmo de Nash, la L−elección genera los

conjuntos:

A(ξ,γ1) = {γ4 −γ1} = {(1,2,3)},

A(ξ,γ2) = {γ4 −γ2} = {(2,1,3)},

A(ξ,γ3) = {γ4 −γ3} = {(1,1,2)}.

La salida del L−algoritmo es el conjunto de exponentes monomiales esen-

cial:

ξ1 = Red
(
ξ∪A(ξ,γ1)∪A(ξ,γ2)∪A(ξ,γ3)

)
,

= Red
(
{(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1), (2,2,3), (1,2,3), (2,1,3), (1,1,2)}

)
,

= {(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1), (1,2,3), (2,1,3), (1,1,2)}.

De forma análoga, el L−valor canónico de los elementos en ξ1 induce el

orden:

L(γ1) <L(γ2) <L(γ3) <L(γ4 −γ3) <L(γ4 −γ2) <L(γ4 −γ1),

entonces para la segunda iteración del L−algoritmo de Nash, la L−elección del

algoritmo es la terna ∆= {γ1,γ2,γ3}. En esta iteración se generan los conjuntos

A(ξ1,γ1) = {γ4−2γ1,γ4−γ2−γ1,γ4−γ2−γ3} = {(0,2,3), (1,1,3), (0,1,2)},

A(ξ1,γ2) = {γ4−γ1−γ2,γ4−2γ2,γ4−γ3−γ2} = {(1,1,3), (2,0,3), (1,0,2)},

A(ξ1,γ3) = {γ4−γ1−γ3,γ4−γ2−γ3,γ4−2γ3} = {(0,1,2).(1,0,2), (0,0,1)}.

Por lo tanto, la salida del L−algoritmo es el conjunto de exponentes mono-

miales esencial:

ξ2 = Red
(
ξ∪A(ξ1,γ1)∪A(ξ1,γ2)∪A(ξ1,γ3)

)
,

= Red
(
{(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1), (0,2,3), (1,1,3), (0,1,2), (2,0,3), (1,0,2), (0,0,1)}

)
,

= {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}.

Como la cardinalidad de ξ2 es 3, tenemos que el algoritmo se detiene.
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2.2. L−Algoritmo de Nash en dimensión 2. En el año 2013, Duarte, en

su trabajo [5], empleó el algoritmo combinatorio y demostró que, en ciertos

escenarios, el Método de Nash resulta efectivo para variedades algebraicas

irreducibles de dimensión 2.

2.2.1. El L-algoritmo de Nash. La siguiente descripción detalla el paso a

paso de la modificación de Nash aplicada a superficies tóricas esenciales.

(P1) Sea ξ = {γ1, ...,γr } ⊂ Z2 con r > 2 un conjunto de exponentes mono-

miales de alguna superficie tórica X talque (0,0) ∉ Conv(ξ) es decir,

X es una variedad tórica afín esencial.

(P2) Sea S :=
{

{i , j } ⊂ {1,2, ...,r }
∣∣ det(γi γ j ) := γi 1γ j 2 −γi 2γ j 1 ̸= 0

}
. Fijemos

algún {i0, j0} ∈ S y consideremos los conjuntos:

Ai0, j0 (ξ) :=
{
γk −γi0 | k ∈ {1,2, ...,r }\{i0, j0}, det(γkγ j0 ) ̸= 0

}
.

A j0,i0 (ξ) :=
{
γk −γ j0 | k ∈ {1,2, ...,r }\{i0, j0}, det(γkγi0 ) ̸= 0

}
.

(P3) Sea ξi0, j0 := Ai0, j0 (ξ) ∪ A j0,i0 (ξ) ∪ {γi0 ,γ j0 }. Si (0,0) ∉ Conv(ξi0, j0 ), en-

tonces este conjunto es un conjunto de exponentes monomiales pa-

ra una carta afín de la modificación de Nash de X. (Recordemos que

N 1X está cubierta por estas cartas afín esenciales).

(P4) Si el conjunto minimal de exponentes monomiales asociado a ξi0, j0

tiene dos elementos, esta carta afín es no singular, entonces nos de-

tenemos, ya que se trata de una variedad suave. En el caso que tenga

más de dos elementos, reemplazamos ξ por el conjunto minimal aso-

ciado a ξi0, j0 y repetimos el proceso.

El elemento de S que fijamos en el segundo paso, lo obtenemos de la si-

guiente manera:

(P2.1) Fijemos cualquier transformación lineal L : R2 → R con L(x1, x2) =
ax1+bx2; a,b ∈Z y (a,b) = 1 (también permitimos los casos a = 1,b =
0 y a = 0,b = 1) tal que L(ξ) ≥ 0. Llamamos a L(γ) el L−valor de γ.

(P2.2) Sean γi ,γ j ∈ ξ dos elementos tales que:

{i , j } ∈ S,

L(γi ) ≤ L(γk ) para todo γk ∈ ξ,

L(γ j ) ≤ L(γk ) para todo γk ∈ ξ con det(γiγk ) ̸= 0 y

(0,0) ∉Conv(ξi j )
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Decimos que L elige γi y γ j .

OBSERVACIÓN 4. Notemos que el algoritmo 2.2.1 propuesto por Duarte con-

sidera un conjunto de exponentes monomales esencial ξ0 ⊂ Z×Z y fija una

transformación lineal de la forma L(x, y) = ax +by con mcd(a,b) = 1 de mo-

do que L(ξ0) ≥ 0. Gracias al Teorema de Bézout, existen enteros α y β tales

que αa +βb = 1. Aplicando el isomorfismo lineal T (x, y) = (βx −αy, ax +by)

al conjunto ξ0, obtenemos un nuevo conjunto de exponentes monomiales ξ :=
T (ξ0) ⊂Z×Z≥0. Si el L-algoritmo de Nash fija la transformación lineal L(x, y) =
y, entonces naturalmente se cumple que L(ξ) ≥ 0, además se escoge la dupla

(γi ,γ j ) ∈ S(ξ) tal que:

L(γi ) ≤ L(γk ) para todo γk ∈ ξ,

L(γ j ) ≤ L(γk ) para todo γk ∈ ξ con det(γiγk ) ̸= 0 y

(0,0) ∉Conv(ξi j ).

En situaciones en las cuales las elecciones bajo una transformación lineal

presentan empates, es decir, L(γi ) = L(γ j ), se pueden identificar los siguientes

escenarios:

i. Si existen al menos 3 elementos γ1,γ2,γ3 tal que 0 < L(γ1) = L(γ2) =
L(γ3) ≤ L(γi ) para todo γi ∈ ξ\{γ1,γ2,γ3}, considerando el conjunto

{ρ1,ρ2, ...,ρs} de todos los elementos de ξ cuyo L−valor es L(γ1), con

cx(ρ1) < cx(ρ2) < ... < cx(ρs), donde cx(ρi ) denota la primera coordena-

da de γi . Finalmente, para no contradecir que (0,0) ∉Conv(ξ1), L sólo

puede escoger a las parejas {ρ1,ρ2} o bien {ρs−1,ρs}.

ii. Si existe γ1 ∈ ξ tal que 0 < L(γ1) < L(γ′) para todo γ′ ∈ ξ\{γ1}. Además

hay al menos dos elementos γ2,γ3 con det(γ1 γ2) ̸= 0 y det(γ1 γ3) ̸=
0 tales que 0 < L(γ1) < L(γ2) = L(γ3) ≤ L(γ) para todo γ ∈ ξ tal que

det(γ1 γ) ̸= 0. Si k := L(γ2) = L(γ3),y denotemos por {ρ1,ρ2, · · · ,ρs} to-

dos los elementos de ξ cuyo L−valor es k, y cx(ρ1) < cx(ρ2) < ... < cx(ρs).

Entonces para conservar lo esencial del conjunto generado L puede es-

coger a las parejas {γ1,ρ1} o bien {γ1,ρs}.

Observemos que el orden establecido por el L-valor canónico, definido en

2.6, permite seleccionar, en el primer caso presentado, la pareja (ρ1,ρ2) ∈ S(ξ),
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ya que L(ρ1) < L(ρ2) < ·· · < L(ρs). Mientras tanto, en el segundo caso descri-

to, se escoge la pareja (γ1,ρ1), dado que L(γ1) <L(ρ1) <L(ρ2) < ·· · <L(ρs). Es

importante destacar que si se define el L-valor en otro orden lexicográfico, se

seleccionarán las otras elecciones de L.

Por lo tanto, la iteración del algoritmo de Nash, siguiendo las elecciones

de la transformación lineal L, se corresponde con las mismas elecciones que

se harían al seguir el orden lexicográfico inverso establecido por L en el caso

n = 2. En otras palabras, L puede considerarse como un caso particular de L.

EJEMPLO 13. [Aplicación del L−algoritmo a una variedad tórica afín]

Consideremos el conjunto de exponentes monomiales

ξ= {
γ1 = (1,0),γ2 = (2,1),γ3 = (0,2),γ4 = (0,3)

}⊂Z2.

FIGURA 2. Elementos de ξ.
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Este conjunto induce la aplicación monomial

Φξ : (k∗)2 −→ k4

(u, v) 7−→ (u,u2v, v2, v3).

cuya superficie tórica asociada es:

X =
{

(x, y, z, w) ∈ k4
∣∣ y2 −x4z = 0, y3 −x6w = 0, z3 −w 2 = 0

}
a partir de la figura 2, resulta evidente que (0,0) ∉ Conv(ξ), por lo tanto, X

es una variedad tórica esencial. Por otro lado, el L−orden en ξ, inducido por

L= (
L1(x, y) = x,L2(x, y) = y

)
es:

L(γ1) <L(γ2) <L(γ3) <L(γ4),

y como γ1 y γ2 son linealmente independientes, la L−elección es ∆= {γ1,γ2}.

Iterando el L−algoritmo una vez, generamos el conjunto:

ξ1 = Red
(
{γ1,γ2,γ3 −γ1,γ4 −γ1,γ3 −γ2,γ4 −γ2}

)
,

= Red
({

(−1,2), (−1,3), (−2,1), (−2,2), (1,0), (2,1)
})

,

= {
(1,0), (−2,1)

}
.

Finalmente, dado que ξ1 consta de 2 elementos, el algoritmo se detiene.

Además, es importante destacar que ξ1 es un conjunto de exponentes mono-

miales para una carta afín no singular de la modificación de Nash de X .

EJEMPLO 14. [Relación entre la Modificación de Nash y el L−Algoritmo]

Consideremos el siguiente conjunto de exponentes monomiales:

ξ= {
γ1 = (1,0),γ2 = (1,1),γ3 = (q −1, q) | q > 1

}
,

este conjunto induce la aplicación monomial

Φξ : (k∗)2 −→ k3

(u, v) 7−→ (u,uq−1v q ,uv).

cuya superficie tórica asociada es X = {(x, y, z) ∈ k3
∣∣ zq − x y = 0}. Notemos que

Si ng (X ) = {
(0,0,0)

}
, sea p := (x0, y0, z0) ∈ X \Si ng (X ), entonces

Tp X = {
(x, y, z) | − y0x −x0 y +qzq−1

0 z = 0
}

viendo el espacio tangente como un punto en G(2,3) nos queda:
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Tp X = [
qzq−1

0 : −x0 : −y0
]

y como p = (x0, y0, z0) debe cumplir con la parametrización de X , p tiene la

forma (u,uq−1v q ,uv), luego:

Tp X = [
quq−1v q−1 : −u : −uq−1v q]

, (2.2)

= [
quq−2v q−1 : −1 : −uq−2v q]

.

Por definición:

N 1X =
{(

(u,uq−1v q ,uv), [quq−2v q−1 : −1 : −uq−2v q ]
)
∈ X ×P2 | (u,uq−1v q ,uv) ∈ X \Si ng (X )

}
.

como N 1X ⊂ X ×P2, podemos estudiar a N 1X en sus cartas afín. En particular,

en V1 := X ×U1 tenemos:

N 1X ∩V1
∼=

{(
u,uq−1v q ,uv,

quq−2v q−1

−1
,
−uq−2v q

−1

)
∈ k5 | (u,uq−1v q ,uv) ∈ X \Si ng (X )

}
,

∼=
{(

u,uq−1v q ,uv,uq−2v q−1,uq−2v q

)
∈ k5 | (u,uq−1v q ,uv) ∈ X \Si ng (X )

}
,

∼=
{(

u,uv,uq−2v q−1,uq−2v q

)
∈ k4 | (u,uq−1v q ,uv) ∈ X \Si ng (X )

}
,

∼=
{(

u,uv,uq−2v q−1,uq−2v q

)
∈ k4 | (u, v) ∈ (k∗)2

}
.

Por otro lado, el L−orden en ξ= {γ1 = (1,0),γ2 = (1,1),γ3 = (q −1, q) |q > 1}

inducido por L= (
L1(x, y) = x,L2(x, y) = y

)
es:

L(γ1) <L(γ2) <L(γ3)

como γ1 y γ2 son linealmente independientes, la L−elección es ∆ = {γ1,γ2}.

Aplicando el L−algoritmo obtenemos el conjunto:

ξ1 = Red
(
{γ1,γ2,γ3 −γ2,γ3 −γ1}

)
,

= Red
({

(1,0), (1,1), (q −2, q −1), (q −2, q)
})

,

= {
(1,0), (1,1), (q −2, q −1), (q −2, q)

}
que induce la aplicación:

Φξ1 : (k∗)2 −→ k4

(u, v) 7−→ (u,uv,uq−2v q−1,uq−2v q ).

entonces:
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N 1X ∩V1
∼=Φξ1

(
(k∗)2

)
.

El ejemplo 14 ilustra que es suficiente examinar las iteraciones del algorit-

mo combinatorial, ya que la iteración del L-algoritmo genera un nuevo con-

junto de exponentes monomiales para una de las cartas afines de N 1X .



Capítulo 3

Modificación de Nash en variedades tóricas de dimensión 3.

Como se expuso en el capítulo anterior, cuando se tiene un conjunto de

exponentes monomiales esencial ξ, es posible definir la L−elección inducida

por un orden lexicográfico inverso en Zn , la cual fija una n-tupla ∆ ∈ S(ξ) pa-

ra realizar una iteración del L−algoritmo de Nash.

Por lo tanto, la Proposición 2.5 nos indica que, al iniciar con un conjun-

to de exponentes monomiales esencial de alguna variedad tórica X de di-

mensión n, la iteración del L−algoritmo de Nash genera un nuevo conjunto

de exponentes monomiales que también es esencial. Recordando las Propo-

siciones 2.2 y 2.3, podemos concluir que la iteración de la Modificación de

Nash está descrita mediante un algoritmo combinatorio que se detiene cuan-

do el conjunto de exponentes monomiales esencial resultante tiene asociado

un conjunto minimal de exponentes monomiales ξ′ con n elementos.

41
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1. Modificación de Nash sobre Variedades Tóricas de dimensión 3.

En 2013, en [5] Duarte con el Teorema 3.1 da lugar a una solución parcial

del problema de la resolución de las singularidades de una variedad tórica de

dimensión 2, específicamente prueba el siguiente resultado:

TEOREMA 3.1. (Duarte 2013) Sean ξ ⊂ Z2 un conjunto de exponentes mo-

nomiales de alguna superficie tórica esencial y L = (L1,L2), una transforma-

ción lineal con L2 y L2 rectas con pendientes racionales, entonces mediante la

iteración finita del L−algoritmo de Nash, obtenemos un conjunto de exponen-

tes monomiales con dos elementos.

La solución se considera parcial, ya que no está claro si las cartas afines

obtenidas cubren completamente la variedad resultante de los estallidos. El

objetivo de este capítulo consiste en generalizar el Teorema 3.1 para varie-

dades tóricas en dimensión 3. Posteriormente, se presentan algunos ejem-

plos de la resolución de singularidades de una variedad tórica utilizando el

L−algoritmo.

TEOREMA 3.2. (2023) Sea ξ ⊂ Z3 un conjunto de exponentes monomiales

de alguna variedad tórica esencial dotado de un L−orden canónico, entonces

mediante la iteración finita del L-algoritmo de Nash, obtenemos un conjunto

de exponentes monomiales con tres elementos.

Como el L−orden es canónico, por el resto de este capítulo, podemos su-

poner que está dado por los hiperplanos canónicos, es decir, L tiene la forma

(L1(x, y, z) = x, L2(x, y, z) = y, L3(x, y, z) = z), ver Observación 3 y la Defini-

ción 2.6.

Antes de iniciar con la demostración del teorema, presentaremos algunos

ejemplos que servirán para ilustrar la estrategia de demostración que em-

plearemos. Estos ejemplos permitirán comprender mejor el enfoque y los pa-

sos que seguiremos.
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Recordemos que en el ejemplo 12 ilustramos que para la variedad tórica

V(w 3 −x y z) ⊂C4 cuyo conjunto de exponentes monomiales es

ξ= {e1,e2, (1,1,1), (2,2,3)},

el L−algoritmo de Nash se detiene después de dos iteraciones, en el siguiente

ejemplo, demostraremos que para la variedad tórica

V(w p+1 −x y z) ⊂C4,

el L−algoritmo de Nash se detiene después de p iteraciones.

EJEMPLO 15. Consideremos la variedad tórica Xσ, donde

σ= cone
(
e3, (p +1)e1 −pe3, (p +1)e2 −pe3

)
para p ≥ 1, que puede ser identificada con la variedad V

(
w p+1 −x y z

)
⊆C4.

Notemos que el conjunto de exponentes monomiales asociado a Xσ es:

ξ0 = {(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1), (p, p, p +1)}

para la primera iteración, el L−valor canónico induce el orden estricto

L((1,0,0)) <L((0,1,0)) <L((1,1,1)) <L((p, p, p +1))

como
(
(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1)

) ∈ S(ξ0), la L−elección es la terna

∆= {
(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1)

}
.

Aplicando una iteración del L−algoritmo de Nash, obtenemos el conjunto:

ξ1 = {
(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1), (p −1, p, p +1), (p, p −1, p +1), (p −1, p −1, p)

}
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FIGURA 1. Elementos de ξ1.

Si p = 1, entonces el elemento (p −1, p −1, p) = e3 y como ξ1 ⊆Z3
≥0, nos

queda Red(ξ1) = {
e1, e2, e3

}
que define el cono liso σ∨

1 = cone(e1, e2, e3)

cuyo dual es una carta afín suave para N Xσ.

Si p > 1, entonces hacemos una nueva iteración del algoritmo, para ξ1,

L induce el siguiente orden:

L(1,0,0) <L(0,1,0) <L(1,1,1) <L(p−1, p−1, p) <L(p, p−1, p+1) <L(p−1, p, p+1)

Nuevamente escoge la terna ∆= {
(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1)

}
, aplican-

do el L−algoritmo de Nash, obtenemos:

A
(
ξ1, (1,0,0)

)
= {(p −2, p −1, p), (p −1, p −1, p +1), (p −2, p, p +1)}

A
(
ξ1, (0,1,0)

)
= {(p −1, p −2, p), (p, p −2, p +1), (p −1, p −1, p +1)}

A
(
ξ1, (1,1,1)

)
= {(p −2, p −2, p −1), (p −1, p −2, p), (p −2, p −1, p)}

formamos el conjunto

ξ2 =Red

{
∆∪A

(
ξ1, (1,0,0)

)
∪A

(
ξ1, (0,1,0)

)
∪A

(
ξ1, (1,1,1)

)}
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=Red
{
(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1), (p −2, p, p +1), (p −1, p −1, p +1),

(p, p −2, p +1), (p −2, p −1, p), (p −1, p −2, p), (p −1, p −2, p −1)
}

FIGURA 2. Elementos de ξ2.

Si p = 2, entonces el elemento (p −2, p −2, p −1) = e3 y como ξ2 ⊆Z3
≥0,

nos queda Red(ξ2) = {
e1, e2, e3

}
que define el cono liso σ∨

1 = cone(e1, e2, e3)

cuyo dual es una carta afín suave para N Xσ.

Si p > 2, volvemos a aplicar el L−algoritmo de Nash, con la L−elección

habitual ∆= {
(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1)

}
.

Por lo tanto, un argumento de recurrencia, permite concluir que

después de p iteraciones, obtenemos el conjunto

ξp = {
(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1)

}∪ k⋃
i=1

δk,i

donde δk,i := (i ,k − (i +1),k), con 0 ≤ i ≤ k −1 y 1 ≤ k ≤ p +1.

Notemos que el elemento δ1,0 = e3 y como ξp ⊆ Z3
≥0, el conjunto de

exponentes monomiales minimal resultante es Red(ξp ) = {
e1, e2, e3

}
que define el cono liso σ∨

1 = cone(e1, e2, e3) cuyo dual es una carta

afín suave para la modificación de Nash de Xσ.
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EJEMPLO 16. Consideremos la variedad tórica cuyo conjunto de exponentes

monomiales es

ξ= {
(1,1,1), (1,2,3), (2,2,4), (2,3,5)

}
y consideremos el L−orden inducido por

L= (
L1(x, y, z) = x, L2(x, y, z) = y, L3(x, y, z) = z

)
,

entonces la L−elección para ξ corresponde a la terna ∆= {(1,1,1), (1,2,3), (2,2,4)}.

Aplicando el L−algoritmo de Nash, obtenemos:

A
(
ξ, (1,1,1)

)= {
(1,2,4)

}
A

(
ξ, (1,2,3)

)= {
(1,1,2)

}
A

(
ξ, (2,2,4)

)= {
(0,1,1)

}
luego, el conjunto de exponentes monomiales obtenido en la primera iteración

es:

ξ1 = Red
{
(1,1,1), (1,2,3), (2,2,4), (1,1,2)(1,2,4), (0,1,1)

}
= {

(0,1,1), (1,1,1), (1,1,2), (1,2,4)
}

.

Para ξ1, la L−elección es ∆1 = {(0,1,1), (1,1,1), (1,1,2)}. Aplicando por se-

gunda vez el L−algoritmo de Nash tenemos que:

A
(
ξ1, (0,1,1)

)
= {

(1,1,3)
}

A
(
ξ1, (1,1,1)

)
= {

(0,1,3)
}

A
(
ξ1, (1,1,2)

)
= {

(0,1,2)
}

entonces, el conjunto de exponentes monomiales obtenido en la segunda itera-

ción es:

ξ2 = {
(0,1,1), (1,1,1), (1,1,2), (1,1,3), (0,1,3), (0,1,2)

}
.

Para ξ2, la L−elección es ∆2 = {(0,1,1), (1,1,1), (0,1,2)}. Aplicando el L−algoritmo

de Nash tenemos que:

A
(
ξ2, (0,1,1)

)
= {

(1,0,1), (0,0,1), (1,0,0)
}

A
(
ξ2, (1,1,1)

)
= {

(1,0,2), (0,0,2), (1,0,1)
}

A
(
ξ2, (0,1,2)

)
= {

(0,0,2), (−1,0,2), (0,0,1)
}

,

entonces, el conjunto de exponentes monomiales obtenido en la tercera itera-

ción es:
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ξ3 = Red

{
∆2 ∪A

(
ξ2, (0,1,1)

)
∪A

(
ξ2, (1,1,1)

)
∪A

(
ξ2, (0,1,2)

)}
= {

(1,0,0), (0,0,1), (0,1,1), (−1,0,2)
}

.

Finalmente, para ξ3, la L−elección es ∆3 = {(1,0,0), (0,0,1), (0,1,1)}. Apli-

cando el L−algoritmo de Nash tenemos que:

A
(
ξ3, (1,0,0)

)
= {

(−2,0,2))
}

A
(
ξ3, (0,0,1)

)
= {

(−1,0,1))
}

A
(
ξ3, (0,1,1)

)
=;,

y obtenemos el conjunto:

ξ4 = Red
{
(1,0,0), (0,0,1), (0,1,1), (−2,0,2), (−1,0,1)

}
= {

(1,0,0), (0,1,1), (−1,0,1)
}

cuya cardinalidad es 3, luego el L−algoritmo se detiene.

Notemos que en los dos ejemplos presentados se parte de conjuntos de

exponentes monomiales muy diferentes entre sí. En el ejemplo 15, comenza-

mos con un conjunto de exponentes monomiales cuya L−elección contiene

los elementos canónicos e1 y e2. Mediante iteraciones del L−algoritmo de

Nash, finalmente se generar el elemento e3, en esa iteración además se detie-

ne el L−algoritmo.

Por otro lado, en el ejemplo 16, iniciamos con un conjunto de exponentes

monomiales cuya L−elección es general. Sin embargo, al paso de tres itera-

ciones, se obtiene un conjunto de exponentes monomiales cuya L−elección

incluye un elemento cuyo L3−valor es 0. Además, esa L−elección forma una

base del Z−módulo Z3. Finalmente, en la siguiente iteración, el L−algoritmo

se detiene.

Como hemos analizado, a partir de un conjunto de exponentes monomia-

les, las iteraciones del L−algoritmo pueden llevarnos a diferentes escenarios.

Por lo tanto, la estrategia para demostrar el Teorema 3.2 considerará todas

estas posibles variaciones.
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Comenzamos con el Lema 3.1, probando que a partir de un conjunto

de exponentes monomiales general ξ, la iteración finita del L−algoritmo de

Nash genera un elemento con L3-valor igual a 0.

En el Lema 3.2, a partir de un conjunto de exponentes monomiales ξ que

contiene un elemento con L3-valor igual a 0, demostraremos que la iteración

del L−algoritmo de Nash genera uno de los siguientes casos:

i. Un conjunto de exponentes monomiales que contiene un elemento

primitivo con L3−valor 0.

ii. Un conjunto de exponentes monomiales cuya L−elección es una base

del Z−módulo Z3.

iii. Un conjunto de exponentes monomiales con dos elementos lineal-

mente independientes, ambos con L3-valor igual a 0.

Luego, en el Lema 3.3 se demostrará que, si un conjunto de exponentes

monomiales ξ contiene un elemento primitivo con L3−valor 0, la iteración

del L−algoritmo de Nash genera un conjunto de la forma ii. o iii. del lema

anterior.

En el Lema 3.4, se estudia el caso en donde el conjunto de exponentes

monomiales esencial ξ tiene como L-elección una base del Z−módulo Z3. Se

verificará que se obtiene un conjunto de exponentes monomiales ξ′ cuya car-

dinalidad es 3 (lo que resuelve el problema) o bien contiene dos elementos

linealmente independientes con L3-valor igual a 0.

A continuación, si el conjunto de exponentes monomiales tiene dos ele-

mentos linealmente independientes, ambos con L3-valor 0, entonces, en el

Lema 3.5, se probará que la iteración del L−algoritmo de Nash genera un ele-

mento con L3-valor igual a 1. Posteriormente, en el Lema 3.6, demostraremos

que dado el conjunto ξ con dos elementos linealmente independientes, am-

bos con L-valor igual a cero, y un elemento con L3-valor igual a 1, la iteración

del L−algoritmo de Nash genera un conjunto de exponentes monomiales ξ′

tal que Zξ′0 = Z2, donde ξ′0 es el conjunto de elementos de ξ′ con L3−valor

cero. Utilizando algunos resultados obtenidos en [5], podremos suponer que
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la iteración del L−algoritmo de Nash genera un conjunto de exponentes mo-

nomiales cuya L-elección es la base canónica (1,0,0), (0,1,0), y (0,0,1).

A partir de un conjunto de exponentes monomiales ξ cuya L-elección es

la base canónica, en el Lema 3.7, demostraremos que la iteración del L−algo-

ritmo de Nash genera un conjunto de exponentes monomiales ξ′ con un úni-

co elemento que tiene un L3-valor distinto de 0.

Para concluir, es posible observar que a partir de este momento, las itera-

ciones del L−algoritmo de Nash solo realizan operaciones en Z2 × {0} man-

teniendo fijo el elemento con L3-valor distinto de 0. La demostración del

Teorema 3.2 culmina aplicando el Teorema 3.1 para obtener 2 elementos en

Z2 × {0}, junto al tercer elemento fijo con L3-valor distinto de cero, se obtie-

nen los 3 elementos generadores.

Para comenzar la demostración del Teorema 3.2, es importante tener en

cuenta la siguiente observación.

OBSERVACIÓN 5. Dado el conjunto de exponentes monomiales

ξ= {γ1,γ2, · · · ,γr } ⊂Z3,

con r > 3, tal que L3(γi ) > 0 para todo i ∈ {1,2,3, ...,r }. La Observación 2 per-

mite asumir que L induce el siguiente orden:

L(γ1) <L(γ2) < ·· · <L(γs) < ·· · <L(γl ) < ·· · <L(γr ). (3.1)

Supongamos que la L−elección es ∆ = {γ1,γs ,γl } ∈ S(ξ). Luego por Defini-

ción 2.7 tenemos que:

0 <L3(γ1) ≤L3(γs) ≤L3(γl ) (3.2)

entonces en una iteración del L−algoritmo de Nash, cada γi ∈ ξ\∆ genera al

menos un elemento en ξ1. En efecto, como ∆ es una base para Q3, entonces

cada γi con i ∉ {1, s, l }, tiene la forma

γi =λiγ1 +κiγs +µiγl , donde λi , κi ,µi ∈Q.
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Supongamos que γi −γ1 ∉ ξ1, entonces det (γi γs γl ) = 0, lo que significa

que γi se puede escribir como combinación lineal de γs y γl , luego λi = 0. Si

además γi −γs ∉ ξ1, significa que γi = µiγl , por la Relación 3.1 se tiene que

µi > 1, entonces γi −γl ∈ ξ1.

Principio: Durante este capítulo va ser reiterado considerar un conjunto

de exponentes monomiales esencial ξ bajo ciertas hipótesis H, y probar que

existe un número finito de iteraciones del L−algoritmo de Nash, que depen-

de de ξ, digamos k(ξ), tal que el conjunto monomial generado ξk(ξ) satisface

cierta propiedad P , o bien que ξk(ξ) es un conjunto de exponentes mono-

miales con 3 elementos, es decir, el L-algoritmo finaliza, ver Definición 2.8.

Como se observa el entero k(ξ) depende fuertemente de ξ.

PRINCIPIO DE ITERACIÓN El principio de iteración consiste, en cada ite-

ración que preserva la hipótesis H, siempre se considera el hipotéticamente

posible peor caso (podría ser que el caso no exista) entre todos los conjun-

tos ξ que satisfacen la hipótesis H. La idea es que siempre podemos iterar el

L-algoritmo tantas veces como sea necesario, sin que el L-algoritmo finali-

ce, hasta probar que el L-algoritmo nos entrega un conjunto monomial que

satisface la propiedad P .

Es importante establecer que en todas las demostraciones de los siguien-

tes lemas estarán bajo este principio de iteración.

LEMA 3.1. Sea ξ = {γ1,γ2,γ3, · · · ,γr } ⊂ Z3 con r > 3 un conjunto de expo-

nentes monomiales de alguna variedad tórica esencial, tal que L3(γi ) > 0 para

todo 1 ≤ i ≤ r , entonces la iteración finita del L−algoritmo de Nash genera un

conjunto de exponentes monomiales que contiene al menos un elemento con

L3−valor igual a 0.

DEMOSTRACIÓN. Según la Observación 2, tenemos que L induce un or-

den total en Z3. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos escribir

L(γ1) <L(γ2) < ·· · <L(γs) < ·· · <L(γl ) < ·· · <L(γr ).

Además, por la Observación 3, podemos asumir que ξ⊂ Z2 ×Z≥0. Luego,

según la definición de L-valor (ver Definición 2.7), se tiene:

0 <L3(γ1) ≤L3(γ2) ≤L3(γ3) ≤ ·· · ≤L3(γr ) (3.3)



1. MODIFICACIÓN DE NASH SOBRE VARIEDADES TÓRICAS DE DIMENSIÓN 3. 51

demostraremos el lema utilizando inducción sobre el L3−valor de γr .

Sea ∆= {γ1,γs ,γl } ∈ S(ξ) la L−elección del conjunto ξ.

Si L3(γr ) = 1, el orden inducido por L en la Relación 3.3, indica que L3(γi ) =
1 para 1 ≤ i ≤ r . La Observación 5 asegura la existencia de al menos un γ j con

j ∈ {1, s, l } tal que γr −γ j ∈ ξ1, además L3(γr −γ j ) =L3(γr )︸ ︷︷ ︸
=1

−L3(γ j )︸ ︷︷ ︸
=1

= 0.

Supongamos que el resultado es cierto para todo conjunto de exponentes

monomiales esencial tal que L3(γr ) < k. Lo verificaremos para un conjunto

de exponentes monomiales ξ, tal que L3(γr ) = k.

Según la Observación 5, existe γ j con j ∈ {1, s, l }, tal que en una iteración

del L−algoritmo genera el elemento γr −γ j ∈ ξ1. Además por la Relación 3.3

se tiene que 0 <L3(γ j ) ≤ k.

Si L3(γ j ) = k, el elemento γr −γ j ∈ ξ1 tiene L3−valor 0. Lo que termina

la demostración.

Si L3(γ j ) < k, el elemento γr −γ j tiene la propiedad de tener el mayor

L3−valor en ξ1, además

L3(γr −γ j ) =L3(γr )︸ ︷︷ ︸
=k

−L3(γ j )︸ ︷︷ ︸
>0

< k.

La hipótesis de inducción permite culminar la demostración.

□

OBSERVACIÓN 6. Dado el conjunto de exponentes monomiales

ξ= {γ1,γ2, · · · ,γr } ⊂Z3,

con r > 3, por el Lema 3.1 podemos suponer que L3(γ1) = 0. Al igual que en la

Observación 5 tenemos el orden:

L(γ1) <L(γ2) < ·· · <L(γs) < ·· · <L(γl ) < ·· · <L(γr ), (3.4)

la L−elección es la terna ∆ = {γ1,γs ,γl } ∈ S(ξ) y todo elemento γi con i ∉
{1, s, l } tienen la forma:

γi =λiγ1 +κiγs +µiγl , donde λi , κi ,µi ∈Q.
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Por el orden en la Relación 3.4 y la definición de L−elección, tenemos las

siguientes afirmaciones:

Cada γi con 1 < i < s es linealmente dependiente a γ1, además γi se

puede expresar como γi =λiγ1 donde λi ∈
(
Q\Z

)
>1.

Cada γi con s < i < l es linealmente dependiente a γ1 o γs o ambos,

además γi se puede expresar como γi = λiγ1 +κiγs donde λi , κi ∈ Q.

En particular si L3(γs) > 0, se tiene que κi ∈Q≥1.

Cada γi con i > l , se puede expresar como γi =λiγ1+κiγs+µiγl donde

λi , κi ,µi ∈Q. Como L3(γ1) = 0, si L3(γs) > 0 se tiene que κi +µi ≥ 1.

Por Lema 3.1, podemos suponer que todo conjunto de exponentes mo-

nomiales ξ contiene al menos un elemento con L3−valor 0, sin pérdida de

generalidad digamos que ξ tiene la forma:

ξ= {ρ1,ρ2, · · · ,ρs ,γ1,γ2, · · · ,γr } (3.5)

donde:

ρi tiene L3−valor igual a cero, para 1 ≤ i ≤ s.

γi tiene L3−valor mayor a cero, para 1 ≤ i ≤ r .

Y que el orden inducido por L en ξ es:

L(ρ1) <L(ρ2) < ·· · <L(ρs) <L(γ1) <L(γ2) < ·· · <L(γr ).

LEMA 3.2. Sea ξ un conjunto de exponentes monomiales de alguna va-

riedad tórica esencial de la forma descrita en 3.5, entonces la iteración del

L−algoritmo genera un conjunto de exponentes monomiales ξ′ que satisface

alguna de las siguientes condiciones:

i ) El conjunto ξ′ contiene dos elementos linealmente independiente con

L3−valor igual a 0.

i i ) El conjunto ξ′ contiene un elemento primitivo con L3−valor igual a 0.

i i i ) La L−elección del conjunto ξ′ forma una base del Z−módulo Z3.

DEMOSTRACIÓN. Como ξ tiene la forma descrita en 3.5, si existen ρ1 y ρ j

son linealmente independientes para algún 1 < j ≤ s, sin realizar iteraciones

el conjunto monomial ξ satisface directamente el lema. Entonces podemos

suponer que para 1 < i ≤ s, se tiene que cada ρi es linealmente dependiente

a ρ1, luego existe λi ∈
(
Q\Z

)
>1 tal que ρi =λiρ1.
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Al igual que en la Observación 6, la L−elección tiene la forma ∆= {ρ1,γ1,γl },

correspondiente a la menor terna linealmente independiente en el orden in-

ducido por L. Notemos que los vectores ρ1, γ1 y γl son una base del Q espa-

cio vectorial Q3, y se tiene que todo elemento γi ∈ ξ se puede escribir como:

γi =λiρ1 +κiγ1 +µiγl

con λi , κi y µi ∈Q.

REDUCCIÓN. Si existe algún ρ j = λ jρ1 ∈ ξ, con λ j ∈
(
Q\Z

)
>1, por el Prin-

cipio de Iteración 1, podemos aplicar ⌊λ j ⌋ veces el L−algoritmo de Nash hasta

obtener el elemento

ρ′
1 = ρ j −⌊λ j ⌋ρ1 tal que L(ρ′

1) <L(ρ1),

donde ⌊λ j ⌋ es la parte entera de λ j . En el peor de los casos obtendremos un

conjunto monomial de la siguiente forma:

ξ′ = {ρ′
1, ...,ρ′

s′ ,γ
′
1,γ′2, · · · ,γ′r ′}.

con ρ′
1 no primitivo y L−elección la terna ∆ = {ρ′

1,γ′1,γ′l ′}. Sin embargo, como

Zρ1 es un subgrupo de Rρ1 ∩Z2 de índice finito, I := [Zρ1 : Rρ1 ∩Z2] <∞, se

satisface que:

[Zρ′
1 :Rρ′

1 ∩Z2] < [Zρ1 :Rρ1 ∩Z2].

Desde ahora supondremos que ξ tiene la forma:

ξ= {ρ1,γ1,γ2, · · · ,γl , · · · ,γr }. (3.6)

donde

El orden inducido por L es:

L(ρ1) <L(γ1) <L(γ2) < ·· · <L(γl ) < ·· · <L(γr ).

L3(ρ1) = 0 y L3(γi ) > 0 para todo 1 ≤ i ≤ r .

La L−elección es la terna ∆= {ρ1,γ1,γl }.

Bajo el principio de recurrencia, probaremos que si ρ1 no es primitivo,

existe una iteración del L-algoritmo en la cual podemos aplicar la reducción
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y bajar el valor del índice I . La finitud del índice I garantiza que eventual-

mente llegaremos a una iteración del L-algoritmo en el cual índice se estabi-

lice o sea igual 1, lo cual es equivalente a asumir que ρ1 es primitivo.

OBSERVACIÓN 7. Notemos que las iteraciones del L-algoritmo de Nash so-

bre el conjunto ξ, puede generar los siguientes posibles conjuntos ξ′:

El conjunto ξ′ produce un cambio de la L-elección, ∆′, tal que contiene

dos vectores linealmente independientes con L3-valor igual a cero, lo

que muestra que ξ satisface el lema.

El conjunto ξ′ produce un cambio de la L-elección, ∆′, tal que contiene

un elemento primitivo con L3−valor igual a 0, lo que muestra que ξ

satisface el lema.

El conjunto ξ′ produce un cambio de la L-elección, ∆′, tal que ∆′ ⊂
Z{ρ1,γ1,γl }, lo que define un retículo más fino al inicial, y por un argu-

mento de recurrencia, la L−elección formaría una base del Z−módulo

Z3, lo que muestra que ξ satisface el lema.

El conjunto ξ′ satisface el peor de los casos, que es producir un cambio

de la L-elección, ∆′, donde ∆′ ⊊ Z{ρ1,γ1,γl }, no contiene un elemento

primitivo con L3−valor igual a 0 y no contiene dos vectores linealmente

independientes con L3-valor igual a cero. No obstante, el conjunto de

exponentes monomiales ξ′ seguiría teniendo las mismas características

de (3.6), es decir, de la forma:

ξ′ = {ρ′
1,γ′1,γ′2, · · · ,γ′l ′ , · · · ,γ′r }.

con ρ′
1 no primitivo y L3(γ′i ) > 0 para todo 1 ≤ i ≤ r .

Recordemos que por Principio de Iteración 1, siempre supondremos que las

iteraciones del L−algoritmo de Nash generan un conjunto de exponentes mo-

nomiales ξ′ que satisface el peor de los casos.

Sean L3(γl ) = k y ∆′ := {ρ′
1,γ′1,γ′l ′} la nueva elección después de una itera-

ción del L-algoritmo. Luego tenemos que

L3(ρ′
1) = 0, 0 <L3(γ′1) ≤L3(γ1) y L3(γ′l ′) ≤L3(γl ) = k
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Notemos que los elementos de la terna ∆′ se pueden expresar en términos

de ∆ como:

ρ′
1 = qρ1, donde q es un racional positivo menor o igual a 1.

γ′1 = a1ρ1 +b1γ1 + c1γl .

γ′l ′ = a2ρ1 +b2γ1 + c2γl .

con ai ,bi ,ci ∈Z. Al aplicar L3( ) a los elementos γ′1 y γ′l obtenemos:

L3(γ′1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

= a1L3(ρ1)︸ ︷︷ ︸
=0

+b1L3(γ1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

+c1L3(γl )︸ ︷︷ ︸
=k∈Z

L3(γ′l )︸ ︷︷ ︸
∈Z

= a2L3(ρ1)︸ ︷︷ ︸
=0

+b2L3(γ1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

+c2L3(γl )︸ ︷︷ ︸
=k∈Z

.

Luego

L3(γ′1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

= b1L3(γ1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

+c1k

L3(γ′l )︸ ︷︷ ︸
∈Z

= b2L3(γ1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

+c2k

como γ′1, γ′l ′ , son linealmente independientes, se cumple que b1c2 −b2c1 =
±1.

Si c1 ̸= 0, entonces necesariamente γ1 y γ′1 son linealmente independientes.

Si además L3(γ1) <L3(γl ), tendríamos que L3(γ′1) < k y L3(γ′l ′) < k. Lo que dis-

minuye el valor de k.

Muchos de nuestros argumentos pasan por tratar de disminuir el valor de

k, siendo el peor caso cuando no podemos asegurar esto. Recordemos que por

el Principio de Iteración 1, siempre consideraros el peor caso.

Si c1 = 0, entonces b1c2 =±1 y como L3(γ′1) = a1L3(ρ1)︸ ︷︷ ︸
=0

+b1L3(γ1) ≤L3(γ1),

se tiene que b1 = 1 y c2 =±1.

Recordemos que dado γi ∈ ξ se puede escribir como:

γi =λiρ1 +κiγ1 +µiγl
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con λi , κi y µi ∈Q. Si c1 = 0, al realizar el cambio a la base ∆′ obtenemos

γi =λ′
iρ

′
1 +κ′iγ′1 +µ′

iγ
′
l

donde µ′
i =±µi .

Por lo anterior, al reescribir ξ′ en términos de la base ∆′, por abuso de no-

tación seguiremos notando los elementos de ∆′ por {ρ1,γ1,γl }.

Ahora utilizaremos el Principio de Iteración 1 para probar los siguientes

resultados intermedios.

HECHO 1. La iteración del L−algoritmo genera un conjunto de exponentes

monomiales ξ′ que satisface algunas de las siguientes propiedades:

i. El conjunto exponentes monomiales ξ′ verifica el lema.

ii. El conjunto exponentes monomiales tiene la forma ξ′ = {ρ′
1,γ′1,γ′2, · · · ,γ′r }

y el índice satisface

[Zρ′
1 :Rρ′

1 ∩Z2] < I := [Zρ1 :Rρ1 ∩Z2].

iii. El conjunto exponentes monomiales tiene la forma ξ′ = {ρ′
1,γ′1,γ′2, · · · ,γ′r }

y la L-elección, ∆′ := {ρ′
1,γ′1,γ′l ′}, en ξ satisface que

L3(ρ′
1) = 0, y L3(γ′1) <L3(γ′l ′) ≤L3(γl ).

Observe que i. prueba el lema y ii. disminuye estrictamente el índice I .

Entonces el problema se reducirá a estudiar solo el caso de conjuntos de ex-

ponentes monomiales que satisfacen iii.

DEMOSTRACIÓN DEL HECHO. Dado un conjunto de exponentes monomia-

les ξ de la forma descrita en 3.6, la L−elección ∆ = {ρ1,γ1,γl }. genera un re-

tículo Z{ρ1,γ1,γl }. Observemos que al aplicar iteraciones del L−algoritmo,

si no hay cambio en la L-elección, los elementos en el retículo generan ex-

clusivamente elementos en el retículo y los elementos fuera del retículo solo

generan elementos fuera de este retículo.

Dado que Zξ = Z3, se garantiza la existencia de al menos un elemento

que se encuentra fuera del retículo, en caso contrario ∆ formaría una base

del Z−módulo Z3 y terminaría la demostración de lema. Denotemos por σ
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al elemento con menor L3−valor entre todos los elemento fuera del retículo

Z{ρ1,γ1,γl } (podría no ser único).

Por la Observación 6 sabemos que σ tiene la siguiente forma

σ=λiρ1 +κiγ1 +µiγl con λi , κi y µi ∈Q.

Luego tenemos que (λi ,κi ,µi ) ∉Z3.

Supongamos que el conjunto ξ satisface que L3(γ1) =L3(γl ) = k, probare-

mos el hecho por principio de recurrencia sobre k.

Si k = 1, entonces L3(γ1) =L3(γl ) = 1, luego

L3(σ) =λi L3(ρ1)︸ ︷︷ ︸
=0

+κi L3(γ1)︸ ︷︷ ︸
=1

+µi L3(γl )︸ ︷︷ ︸
=1

= κi +µi > 0

Entonces c := κi +µi es un número entero mayor que 0.

Si c = 1, entonces L3(σ) = κi +µi = 1, cuando µi = 0, implica que κi = 1

(de hecho, µi = 0 si y solo si κi = 1) y que λi ∉ Z. Luego σ tendría la forma

λiρ1 +γ1, por las Observaciones 5 y 6 en una iteración podemos generar el

elemento

σ−γ1 =λiρ1

cuyo L3−valor es igual a 0. Ahora utilizando la Reducción 1, en el peor de los

casos obtendremos un conjunto monomial de la siguiente forma:

ξ′ = {ρ′
1,γ′1,γ′2, · · · ,γ′r }.

con ρ′
1 no primitivo y L−elección ∆ = {ρ′

1,γ′1,γ′l }, tal que reduce el valor del

índice

[Zρ′
1 :Rρ′

1 ∩Z2] < I := [Zρ1 :Rρ1 ∩Z2].

Lo que verifica el hecho. El procedimiento es análogo para κi = 0.

Si κi ̸= 0 y µi ̸= 0 con κi+µi = 1. Tenemos que una iteración del L−algoritmo

genera un conjunto de exponentes monomiales, ξ′, que posee los elementos

σ−γ1 y σ−γl , tales que L3(σ−γ1) =L3(σ−γl ) = 0. Note que uno de ellos es
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linealmente independientes ρ1. Luego se verifica el hecho para k = c = 1.

Entonces podemos plantear la siguiente hipótesis de inducción: para k =
1 existe un c0 > 1 tal que para todo c < c0 se tiene que el conjunto de expo-

nentes monomiales, ξ, con L3(σ) = c satisface el hecho. Lo verificaremos para

c = c0.

En virtud del las Observaciones 5 y 6, al iterar el L−algoritmo una vez,

se genera el conjunto de exponentes monomiales ξ′ tal que en el peor de los

casos, su L-elección ∆′ := {ρ′
1,γ′1,γ′l ′}, satisface que L3(γ′1) = L3(γl ′) = k, (ver

Observación 7). Recordemos que σ tiene la forma λiρ1 +κiγ1 +µiγl donde

(λi ,κi ,µi ) ∉ Z3. Luego el conjunto ξ′ contiene alguno de siguientes elemen-

tos, que no pertenece al retículo Z{ρ1,γ1,γl }:

σ−γ1 y/o σ−γl

Si se genera el elemento σ−γl tenemos que:

L3(σ−γl ) = L3(σ)−L3(γl )

= c0L3(γl )−L3(γl )

= (c0 −1)L3(γl )︸ ︷︷ ︸
k=1

= (c0 −1)

Análogamente para γi −γ1. Luego por hipótesis de recurrencia sobre c0 <
c, tenemos que ξ′ satisface el hecho para k = 1.

Supongamos que todo conjunto de exponentes monomiales esencial con

las hipótesis del Hecho 1 y L3(γl ) = L3(γ1) < k satisface el hecho, lo verifica-

remos para L3(γl ) =L3(γ1) = k. Notemos que existe un entero d ≥ 0 tal que

L3(σ) ≥ (d +1)L3(γl ) = (d +1)k (3.7)

En efecto, a lo menos d = 0, si no contradice el hecho que {ρ1,γ1,γl } es la

L-elección. Sea d ≥ 0 el entero más grande tal que se satisface 3.7.

Ahora realizaremos una recurrencia sobre d para probar que después de

iteraciones del L−algoritmo (bajo el Principio de Iteración 1) obtenemos un

conjunto de exponentes monomiales ξ′ que satisface el hecho.
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Si d = 0, entonces tenemos dos posibilidades:

1. L3(σ) = k.

2. k <L3(σ) < 2k.

En el Caso 1. tenemos que:

L3(σ) = κiL3(γ1)+µiL3(γl )

k = κi k +µi k

1 = κi +µi .

Al igual que antes, si L3(σ) = κi + µi = 1, se tiene que µi = 0 si y so-

lo si κi = 1. Cuando µi = 0, al aplicar una iteración generamos el elemento

γi −γ1 =λiρ1 que permite aplicar la Reducción 1, y asi obtendremos un con-

junto monomial que disminuye el valor del índice I . Análogo para κi = 0.

Ahora podemos suponer κi ,µi ∉ {0,1}. Entonces al iterar una vez el L−algoritmo,

de obtiene los elementos

σ−γ1 y σ−γl

Basta observar que ρ1 y σ−γ1 son linealmente independientes y

L3(ρ1) =L3(σ−γ1) = 0

lo que verifica el el lema y por lo mismo el hecho.

En el Caso 2. tenemos que:

k <L3(σ) < 2k ⇔ k < κiL3(γ1)+µiL3(γl ) < 2k

⇔ k < κi k +µi k < 2k

= 1 < κi +µi < 2

Si κi ̸= 0 y µi ̸= 0. Tenemos que una iteración del L−algoritmo genera un

conjunto de exponentes monomiales, ξ′, que contiene los siguientes elemen-

tos

σ−γ1 y σ−γl

Tales que

L3(σ−γ1) =L3(σ−γl ) < 2k −k = k

Además, notemos que la forma de los elementos σ−γ1 y σ−γl es:

σ−γ1 =λiρ1 + (κi −1)γ1 +µiγl y σ−γl =λiρ1 + (κi −1)γ1 +µiγl
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con κi ̸= 0 y µi ̸= 0. Por lo tanto, ρ1, σ−γ1 y σ−γl son elementos lineal-

mente independientes y forman la nueva L−elección. Por hipótesis de recu-

rrencia sobre k, verificamos que el hecho se satisface para el conjunto de ex-

ponentes monomiales ξ′.

Si κi = 0, entonces 1 < µi < 2. En una iteración del L−algoritmo se ge-

nera un conjunto de exponentes monomiales, ξ′, que contiene el elemento

σ−γl =λiρ1 + (µi −1)γl , notemos que σ−γl es linealmente independiente a

ρ1, γl y tiene L3(σ−γl ) < 2k −k = k. Por lo tanto, la nueva L−elección con-

tiene a σ−γl . En el caso que σ sea el único elemento con menor L3−valor, el

conjunto de exponentes monomiales ξ′ satisface iii. del hecho. En caso con-

trario, en la nueva L−elección se tendría dos elementos con igual L3−valor

estricatemente menor que k, y por la hipótesis de recurrencia se verificaría ii.

del hecho. Por lo tanto queda demostrado el el hecho para d = 0.

Supongamos que existe un d0 ≥ 1 tal que el hecho se verifica para todo

conjunto de exponentes monomiales, ξ con L3(γl ) = L3(γ1) = k y tal que el

entero, d , más grande que satisface

(d +1)k ≤L3(σ)

es estrictamente menor que d0. Por verificarlo para d = d0. Una iteración del

L−algoritmo genera un conjunto de exponentes monomiales ξ′, al suponer

el peor de los casos, su L-elección ∆′ := {ρ′
1,γ′1,γ′l }, se tiene que L3(ρ′

1) = 0 y

L3(γ′1) =L3(γ′l ′ = k, (ver Observación 7). El conjunto ξ′ contiene alguno de los

siguientes vectores (dependiendo si κi o µi son cero o no):

σ−γ1 o σ−γl

En ambos casos, σ−γ1 y σ−γl no pertenecen al retículo Z{ρ1,γ1,γl } y

((d0 −1)+1)k ≤L3(σ−γ1) o ((d0 −1)+1)k ≤L3(σ−γl )

Luego por hipótesis de recurrecia, se obtiene que lo anterior también es

cierto para d = d0. Lo que prueba el hecho. □
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Recordemos que el Hecho 1 redujo el problema a estudiar solo el caso de

conjuntos de exponentes monomiales que satisfacen iii. Es decir: un conjun-

to de exponentes monomiales de la forma

ξ= {ρ1,γ1,γ2, · · · ,γr }

donde la L-elección, ∆ := {ρ1,γ1,γl }, satisface:

L3(ρ1) = 0, y L3(γ1) <L3(γl )

HECHO 2. Sea ξ := {ρ1,γ1,γ2, · · · ,γl , · · · ,γr } un conjunto de exponentes mo-

nomiales, tal que la L-elección, ∆ := {ρ1,γ1,γl }, satisface que L3(ρ1) = 0 y L3(γ1) <
L3(γl ). Entonces después de una secuencia de iteraciones del L-algoritmo de

Nash, se genera un conjunto de exponentes monomiales ξ′ = {ρ′
1,γ′1,γ′2, · · · ,γ′r ′}

con ρ′
1 primitivo o ξ′ verifica el lema.

DEMOSTRACIÓN DEL HECHO. Recordemos que el grupo Zρ1 es un subgru-

po de Rρ1 ∩Z2 de índice finito, I = [Zρ1 : Rρ1 ∩Z2]. Además I = 1 si y solo si

el vector ρ1 es primitivo. Sea I0 el entero más pequeño tal que:

[Zρ1 :Rρ1 ∩Z2] < I0,

probaremos que después de una secuencia de iteraciones del L-algoritmo de

Nash, se genera un conjunto de exponentes monomiales ξ′ que satisface el

hecho.

Supongamos que:

[Zρ1 :Rρ1 ∩Z2] = I0,

Si L3(γl ) = 1, implica que L3(γ1) = 0. Lo verifica el lema y por lo mismo

el hecho. Podemos suponer que el hecho es verdad para todo L3(γl ) < k. Por

verificar para L3(γl ) = k.

Recordemos que σ ∈ ξ es el vector con menor L3−valor entre todos los

γi ∈ ξ, pero σ ∉Z{ρ1,γ1,γs}. Sabemos que σ tiene la siguiente forma:

σ=λiρ1 +κiγ1 +µiγl con λi , κi y µi ∈Q.

y que (λ1,κi ,µi ) ∉Z3.

Primero supongamos que µi ∈ (Q \Z≥0). Entonces para todo entero c ≥ 0

la terna de vectores ρ1, γ1 y σ−cγl siempre son linealmente independientes.
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Notemos que existe a lo menos un c ≥ 0 tal que

L3(γl ) ≤L3(σ)− cL3(γl ) (3.8)

En efecto, como µi ∈ (Q \Z≥0), entonces que c es a lo menos igual a cero,

si no contradice que γl ∈ ∆. Desde ahora sea c ≥ 0 el entero más grande que

satisface (3.8).

Si c = 0, entonces iterando una vez el L−algoritmo, generamos el elemen-

to σ−γl tal que satisface alguna de las siguientes características:

1. L3(σ−γl ) = 0

2. 0 <L3(σ−γl ) <L3(γl ) = k

En el Caso 1. se verifica el lema y por lo mismo el hecho. En el Caso 2.

como se tiene que la menor terna linealmente independiente está compues-

ta por ρ1, γ1 y σ−γl (o eventualmente algún γ j −γl para L3(γ j ) =L3(σ) ), esto

asegura que los L3-valores de la L-elección para ξ′ son estrictamente meno-

res que k. En el caso que L3(γ1) =L3(σ−γl ), usamos el Hecho 1 para volver,

en el peor de los casos, a un conjunto de exponentes monomiales como en

el inciso iii del Hecho 1. Por la hipótesis de recurrencia sobre k, tenemos que

también se verifica el hecho.

(⋆) Entonces podemos suponer que existe c0 > 0 tal que para todo c < c0

se sigue verificando el hecho. Dicho de otra forma, el hecho es cierto para

todo conjunto de exponentes monomiales con la forma ξ= {ρ1,γ1,γ2, · · · ,γr }

con L-elección, ∆ := {ρ1,γ1,γl }, y en donde se satisface:

1. L3(ρ1) = 0, L3(γ1) <L3(γl ) = k

2. [Zρ1 :Rρ1 ∩Z2] ≤ I0,

3. Existe σ ∈ ξ tal con L3-valor mínimo entre todos los γi ∉ Z{ρ1,γ1,γs}

tal que

a) σ=λiρ1 +κiγ1 +µiγl con λi , κi ∈Q y µi ∈ (Q\Z≥0).

b) El entero c ≥ 0 más grande que safisface (3.8), es estrictamente

menor que c0.

Demostraremos que después de una secuencia de la iteraciones del L-

algoritmo de Nash, generamos un conjunto de exponentes monomiales ξ′ de

la forma {ρ1,γ1,γ2, · · · ,γr } con ρ1 primitivo o ξ′ verifica el lema.
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Por verificarlo para c0 > 0. Una iteración del L−algoritmo genera un con-

junto de exponentes monomiales ξ′ tal que la L-elección, ∆′ := {ρ′
1,γ′1,γ′l ′},

satisface que (podría no haber cambio de L-elección)

L3(ρ′
1) = 0, L3(γ′1) ≤L3(γ1) y L3(γ′l ′) ≤L3(γl ) = k.

En el peor de los casos ξ′ satisface que L3(γ′1) = L3(γ′l ′) = k, sin embargo,

en virtud del Hecho 1, podemos suponer que esto no ocurre y se tiene que

L3(γ′1) <L3(γ′l ′) = k. Observe que ξ′ también contiene el elemento .

σ−γl ∉Z{ρ1,γ1,γl }

Entonces por 3.b) de (⋆) tenemos que:

L3(γl ) ≤L3(σ−γl )− (c0 −1)L3(γl ),

luego

((c0 −1)+1)L3(γl )︸ ︷︷ ︸
=k

≤L3(σ−γl )

Por la Observación 7 tenemos que σ−γl satisface 3.b) de (⋆). Luego por

hipótesis de recurrencia, se obtiene que el hecho también es cierto para c =
c0. Lo que prueba el hecho en el caso µi ∈ (Q\Z≥0).

Ahora supongamos que µi ∈Z≥0.

Si µi = 0, tenemos que σ es linealmente dependiente con ρ1 y γ1. En-

tonces si iteramos una vez el L-algoritmo, el elemento σ genera los vectores

σ−γ1 y σ−ρ1 en ξ′ (no genera el vector σ−γl ).

Sea c ≥ 0 el entero más grande tal que

(c +1)L3(γ1) ≤L3(σ)

Supongamos que c = 0, luego tenemos dos casos

1. L3(γ1) =L3(σ)

2. L3(γ1) <L3(σ) < 2L3(γ1)

Observe que en el Caso 1 podría haber o no un cambio en la L-elección

de ξ′. Sin embargo, en todos los casos en la próxima iteración se generará

un elemento δ ∈ ξ′′, con L3-valor igual a cero, que no pertenece al retículo
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Z{ρ1,γ1,γl }. En el peor de los casos δ= λρ1, con λ ∈ (
Q\Z

)
>1. Ahora aplican-

do la Reducción 1, tenemos que en ⌊λ⌋ iteraciones obtenemos el elemento

ρ′
1 = δ−⌊λ⌋ρ1

Tal que reduce el valor del índice

[Zρ′
1 :Rρ′

1 ∩Z2] < I := [Zρ1 :Rρ1 ∩Z2].

Lo cual prueba el hecho en el Caso 1.

Para el caso c = 0, µi = 0, utilizaremos recurrencia sobre L3(σ).

Cuando L3(σ) = 1, solo podría ocurrir el Caso 1, en efecto L3(σ) ∈Z. Esto

muestra que el hecho es verdad para c = 0, µi = 0 y L3(σ) = 1. Supongamos

que existe un m tal que el hecho es cierto para todo c = 0, µi = 0 y L3(σ) < m.

Por verificar para L3(σ) = m.

Como el Caso 1, reduce el índice I , independiente del valor L3(γ1). Por lo

que solo basta analizar el Caso 2, para c = 0, µi = 0 y L3(σ) = m.

Al iterar el L−algoritmo una vez, obtendremos un conjunto de exponen-

tes monomiales ξ′, que contiene al elemento γ′1 =σ−γ1 tal que

1. ρ1, γ′1 y γl son linealmente independientes

2. L3(γ′1) <L3(γ1)

3. El vector γ1 no pertenece al retículo Z{ρ1,γ′1,γl }. Más aún γ1 es el ele-

mento con menor L3-valor con esta propiedad.

Recordemos que: σ=λiρ1 +κiγ1, luego podemos expresar γ1 como

γ1 =− λi

κi −1
ρ1 + 1

κi −1
γ′1

Por lo tanto, ξ′ satisface todas las condiciones para aplicar la hipótesis de

recurrencia sobre m. Luego el hecho es cierto para µi = 0, c = 0.

Podemos suponer que existe c0 tal que el hecho es cierto para µi = 0 y

para todo c < c0. Por verificar para c = c0, es decir, para el conjunto de expo-

nentes monomiales tales que existe un c0 ≥ 1 tal que

(c0 +1)L3(γ1) ≤L3(σ)
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recordar que: σ ∈ ξ con menor L3−valor entre todos los γi ∈ ξ, pero σ ∉
Z{ρ1,γ1,γl }.

Tenemos que en una iteración del L−algoritmo se genera el conjunto de

exponentes monomiales, ξ′ tal que, en el peor de los casos, podemos supo-

ner que su L-elección ∆′ := {ρ′
1,γ′1,γ′l ′}, el L3-valor de γ′l ′ no disminuye. Sin

embargo, el conjunto ξ′ contiene el elemento σ−γ1 ∉Z{ρ1,γ1,γl }. Luego

((c0 −1)+1)L3(γ1) ≤L3(σ−γ1)

Por la Observación 7 tenemos que σ−γ1, en la base ∆′, sigue cumpliendo

con la hipótesis µi = 0. Esto prueba que el hecho es verdad para µi = 0.

Podemos suponer que que existe un entero u0 tal que para todo µi < u0

el hecho es verdad. demostrar el caso µi = u0.

Al iterar una vez el L−algoritmo, generamos el conjunto de exponentes

monomiales ξ′, recordemos que siempre podemos suponer, en el peor de los

casos, que para su L-elección ∆′ := {ρ′
1,γ′1,γ′l ′}, el L3-valor de γ′l ′ no dismi-

nuye. Sin embargo el conjunto ξ′ contiene los elementos σ− γ1 y σ− γl ∉
Z{ρ1,γ1,γl }. Como L3(γ1) <L3(γl ), entonces L3(σ−γl ) es elemento en ξ′ con

menor L3−valor fuera del retículo Z{ρ1,γ1,γl } y como

σ−γl =λiρ1 +κiγ1 + (µ0 −1)γl

Por la Observación 7 tenemos que σ−γl , en la base ∆′, sigue cumpliendo

con la hipótesis µi ∈ Z. Por la hipótesis de recurrencia sobre µi , se prueba

que el hecho es verdad para µi ∈ Z y en consecuencia, para L3(γl ) = k. Lo

que concluye la demostración del segundo hecho. □

□

OBSERVACIÓN 8. En virtud de los Lemas 3.1 y 3.2, dado un conjunto de

exponentes monomiales ξ, podemos suponer que ξ satisface alguna de las si-

guientes condiciones:

1. ξ posee un elemento primitivo con L3−valor igual a cero.

2. ξ posee dos elementos linealmente independientes con L3−valor igual

a cero.



66 3. MODIFICACIÓN DE NASH EN VARIEDADES TÓRICAS DE DIMENSIÓN 3.

3. La L−elección ∆ del conjunto ξ forma una base de Z−módulo Z3.

El siguiente hecho nos permitirá estudiar los coeficientes de las combina-

ciones lineales en los conjuntos de exponentes monomiales ξ que poseen un

elemento primitivo con L3−valor igual a cero.

HECHO 3. Sea ξ = {ρ1,γ1,γ2, · · · ,γr }, un conjunto de exponentes mono-

miales cuya L-elección es la terna ∆ := {ρ1,γ1,γl }, tal que ρ1 es primitivo,

L3(ρ1) = 0 y 0 <L3(γ1) ≤L3(γl ). Considere γ j ∈ ξ en términos de la base ∆.

γ j =λ jρ1 +κ jγ1 +µ jγl , donde λ j , κ j ,µ j ∈Q

Si κ j ,µ j ∈Z, entonces λ j ∈Z.

PRUEBA DEL HECHO. Sabemos que Li (γ1) ∈Z y Li (γl ) ∈Z para i ∈ {1,2,3}.

Al aplicar L1 y L2 a γ j obtenemos:

L1(γ j )︸ ︷︷ ︸
∈Z

=λ j L1(ρ1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

+κ jL1(γ1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

+µ jL1(γl )︸ ︷︷ ︸
∈Z

L2(γ j )︸ ︷︷ ︸
∈Z

=λ j L2(ρ1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

+κ jL2(γ1)︸ ︷︷ ︸
∈Z

+µ jL2(γl ).︸ ︷︷ ︸
∈Z

Al ser ρ1 primitivo se tiene que L1(ρ1) y L2(ρ1) son primos relativos (re-

cordar que L= (L1(x, y, z) = x, L2(x, y, z) = y y L3(x, y, z) = z)), en consecuen-

cia λ j ∈Z.

□

En virtud de los Lemas 3.1 y 3.2, tenemos que, dado un conjunto de expo-

nentes monomiales ξ, entonces ξ debe satisfacer alguna de las 3 condiciones

descritas en el siguiente diagrama.
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Tal como se mencionó en la Observación 8, un conjunto de exponentes

monomiales ξ tal que:

no tiene dos elementos linealmente independientes con L3−valor igual

a cero.

su L−elección no forma una base del Z−módulo Z3,

se puede suponer que tiene la forma

ξ= {ρ1,γ1,γ2, · · · ,γl , · · · ,γr },

y su L-elección es ∆ := {ρ1,γ1,γl }, donde ρ1 es un vector primitivo con L3(ρ1) =
0. Notemos que γ2, γ3, · · · , γl−1 son linealmente dependientes a γ1 y/o ρ1. En

efecto, si existe γi =λiρ1+κiγ1+µiγl con 1 < i < l donde λi , κi ∈Q y µi ∈ Q̸=0,

entonces γi es linealmente independiente a ρ1, γ1, lo que contradice el hecho

que ∆= {ρ1,γ1,γl } se compone con la menor terna linealmente independien-

te según el orden inducido por L, pues L(γi ) <L(γl ).

Desde ahora para un conjunto de exponentes monomiales que satisface

la opción 1 de la Observación 8, utilizaremos la siguiente notación:

ξ= {ρ1,δ1,δ2, · · · ,δt ,γ1,γ2, · · · ,γr } (3.9)
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donde:

La L-elección es la terna ∆ := {ρ1,δ1,γ1}, con L(ρ1) < L(δ1) < L(γ1),

L3(ρ1) = 0 y 0 ≤L3(δ1) ≤L3(γ1).

ρ1 es primitivo.

δi =λiρ1 +κiδ1, con λi ∈Q, κi ∈Q≥0, para cada 2 ≤ i ≤ t .

γi =λiρ1 +κiδi +µiγ1 con λi , κi , µi ∈Q, para cada 2 ≤ i ≤ r .

Respecto al orden inducido por L, podemos suponer que se cumplen las

siguientes desigualdades:

L(ρ1) <L(δ1) <L(δ2) < ·· · <L(δt )

L(δ1) <L(γ1) <L(γ2) < ·· ·L(γr ).

LEMA 3.3. Sea ξ un conjunto de exponentes monomiales de la forma 3.9,

la iteración del L−algoritmo genera un conjunto de exponentes monomiales ξ′

que satisface alguna de las siguientes condiciones:

i. El conjunto ξ′ contiene dos elementos linealmente independiente con

L3−valor igual a 0.

ii. La L−elección de conjunto ξ′ forma una base del Z−módulo Z3.

DEMOSTRACIÓN. La demostración del lema seguirá por inducción sobre

L3(γ1).

HECHO 4. Supongamos que el conjunto de exponentes monomiales ξ como

en (3.9), satisface que L3(γ1) = 1. Entonces el lema se verifica para ξ.

PRUEBA DEL HECHO. Dado que el orden inducido por L precisa la desi-

gualdad 0 <L3(δ1) ≤L3(γ1), se tiene que L3(δ1) también es 1. Recordemos de

(3.9) que los elementos del conjunto ξ se puede representar como alguna de

las siguientes combinaciones lineales:

1. δ j =λ jρ1 +κ jδ1, con λ j ∈Q y κ j ∈ Q̸=0.

2. γi =λiρ1 +κiδ1 +µiγ1, con λi , κi ,µi ∈Q
Desde la primera combinación lineal, podemos observar que

L3(δ j ) = κ jL3(δ1)

como L3(δ1) = 1, se deduce κ j ∈ Z>0. Luego por el Hecho 3 tenemos que λ j

es un número entero.



1. MODIFICACIÓN DE NASH SOBRE VARIEDADES TÓRICAS DE DIMENSIÓN 3. 69

Desde la segunda combinación lineal, tenemos que:

L3(γi ) =λi L3(ρ1)︸ ︷︷ ︸
=0

+κi L3(δ1)︸ ︷︷ ︸
=1

+µi L3(γ1)︸ ︷︷ ︸
=1

= ki +µi

Como ki +µi debe ser un número entero positivo, se tiene que µi ∈Z si y

solo si κi ∈Z. Por el Hecho 3, si κi o µi son enteros, entonces λi es un núme-

ro entero.

Luego, si para cada γi ∈ ξ de la forma γi = λiρ1 +κiδ1 +µiγ1, se cumple

que κi o µi ∈ Z, entonces la L−elección ∆ = {
ρ1,δ1,γ1

}
forma una base del

Z-módulo Z3. En efecto, Z
{
ρ1,δ1,γ1

}=Zξ=Z3.

Por lo tanto, podemos suponer que existe γi ∈ ξ de la forma γi = λiρ1 +
κiδ1+µiγ1 tal que κi y µi ∈Q\Z. Consideremos el elemento γi0 ∈ ξ con menor

L−valor, tal que κi0 y µi0 ∈Q\Z. Demostraremos por inducción sobre L3(γi0 )

que se satisface el hecho.

Si L3(γi0 ) = 1, luego κi0+µi0 = 1, iterando una vez el L−algoritmo de Nash,

γi0 genera en ξ1 los elementos

γi0 −δ1 =λi0ρ1 + (κi0 −1)δ1 +µi0γ1.

γi0 −γ1 =λi0ρ1 +κi0δ1 + (µi0 −1)γ1.

Notemos que el elemento γi0 −γ1 ∈ ξ′ tiene L3−valor 0 y es linealmente

independiente a ρ1, en efecto, κi0 ̸= 0 y (µi0 −1) ̸= 0. Por lo tanto, se satisface

el lema para L3(γi0 ) = 1.

También estudiaremos el caso L3(γi0 ) = 2, dado que en una segunda ite-

ración del L−algoritmo podría haber un cambio de elección fuera del retículo

Z{ρ1,δ1,γ1}. Si L3(γi0 ) = 2, se tiene que κi0 +µi0 = 2, κi0 y µi0 ∈Q\Z, iterando

una vez el L−algoritmo de Nash, se generan en ξ1 elementos de la forma:

δ j −δ1 =λ jρ1 + (κ j −1)δ1

γi0 −δ1 =λi0ρ1 + (κi0 −1)δ1 +µi0γ1.

γi0 −γ1 =λi0ρ1 +κi0δ1 + (µi0 −1)γ1.

y en el caso que δ j es linealmente independiente a los vectores δ1, γ1, se

genera el elemento

δ j −ρ1 = (λ j −1)ρ1 +κ jδ1
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Análogamente en el caso que γi0 es linealmente independiente a los vec-

tores δ1, γ1, se genera el elemento

γi0 −ρ1 = (λi0 −1)ρ1 +κi0δ1 +µi0γ1.

En particular, L3(γi0 −ρ1) = 2, L3(γi0 −δ1) = 1 y L3(γi0 −γ1) = 1.

Si la L−elección sigue siendo ∆ = {
ρ1,δ1,γ1

}
, en la próxima iteración del

L−algoritmo, se genera el conjunto ξ2 que contiene al elemento γi0 − 2δ1 =
λi0ρ1 + (κi0 − 2)δ1 +µi0γ1, cuyo L3−valor es cero y es linealmente indepen-

diente a ρ1, pues µi0 ̸= 0 y (κi0 −2) ̸= 0.

Si la L−elección cambia a una nueva terna ∆′ ⊂ ξ1, necesariamente un

elemento σ ∈ ∆′ reemplazará a δ1 o γ1. Notemos que σ no puede tener la

forma δ j − δ1 o δ j − ρ1, ya que se contradice la independencia de los ele-

mentos que componen ∆′, y tampoco se puede escribir como γi0 −ρ1, ya que

L3(γi0 −ρ1) = 2, luego σ puede tener alguna de las siguientes formas:

σ= δ j −γ1, donde δ j =λ jρ1 +κ jδ1 y L3(δ j ) = 1.

σ = γ j − ρ1, donde γ j = λ jρ1 + κ jδ1 + µ jγ1 con κ j ∈ Z o µ j ∈ Z y

L3(γ j ) = 1.

σ = γ j − δ1, donde γ j = λ jρ1 + κ jδ1 + µ jγ1 con κ j ∈ Z o µ j ∈ Z y

L3(γ j ) = 2.

σ = γ j − γ1, donde γ j = λ jρ1 + κ jδ1 + µ jγ1 con κ j ∈ Z o µ j ∈ Z y

L3(γ j ) = 2.

σ= γi0−δ1, donde γi0 =λi0ρ1+κi0δ1+µi0γ1 con κi0 ∈Q\Z o µi0 ∈Q\Z.

σ= γi0−γ1, donde γi0 =λi0ρ1+κi0δ1+µi0γ1 con κi0 ∈Q\Z o µi0 ∈Q\Z.

En la próxima iteración, se genera al menos uno de los siguientes elementos:

1. δ1 −σ, en el caso que δ1 ∉∆′

2. γ1 −σ, en el caso que γ1 ∉∆′

donde σ ∈ ∆′ \ {ρ1} y L3(σ) = 1. En cualquier caso, el vector generado tiene

L−valor cero. Ahora verificamos que cada opción para σ genera una elemen-

tos linealmente independiente a ρ1.

Si σ= δ j−γ1, entonces el elemento δ1−σ=−λ jρ1+(1−κ j )δ1+γ1 es li-

nealmente independiente a ρ1. En el caso que δ1−σ ∉ ξ1, se tiene que
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el elemento γ1−σ=−λ jρ1−κ jδ1+2γ1 el cual también es linealmente

independiente a ρ1.

Si σ= γ j −ρ1, entonces δ1 −σ= (1−λ j )ρ1 + (1−κ j )δ1 − µ j︸︷︷︸
̸=0

γ1 el cual

es linealmente independiente a ρ1. Por otro lado, si δ1 −σ ∉ ξ1, se tie-

ne que el elemento γ1 −σ = (1−λ j )ρ1 + κ j︸︷︷︸
̸=0

δ1 + (1−µi )γ1, el cual es

linealmente independiente a ρ1.

Si σ= γ j −δ1 entonces δ1 −σ=−λ jρ1 + (2−κ j )δ1 −µ jγ1, donde γ j =
λ jρ1 +κ jδ1 +µ jγ1, notemos que L3(γ j ) = κ j︸︷︷︸

∈Z

+ µ j︸︷︷︸
∈Z

= 2, luego si µ j ̸=

0, se tiene que δ1 −σ es linealmente independiente a ρ1, si µ j = 0 en-

tonces δ1 −σ=−λ jρ1 lo que contradice la esencialidad del conjunto

ξ1. De forma análoga, γ1 −σ = −λ jρ1 + (1 −κ j )δ1 − (1 −µ j )γ1, don-

de γ j = λ jρ1 +κ jδ1 +µ jγ1, dado que L3(γ j ) = κ j︸︷︷︸
∈Z

+ µ j︸︷︷︸
∈Z

= 2, luego si

µ j ̸= 1, se tiene que δ1−σ es linealmente independiente a ρ1, si µ j = 1

entonces δ1−σ=−λ jρ1 lo que contradice la esencialidad del conjun-

to ξ1.

Si σ= γ j −γ1, la prueba sigue de manera análoga al caso σ= γ j −δ1.

Si σ = γi0 −δ1, entonces δ1 −σ = −λi0ρ1 + (2−κi0 )δ1 +µi0γ1, donde

γi0 = λi0ρ1 +κi0δ1 +µi0γ1 y κi0 ∈ Q\Z o µi0 ∈ Q\Z. de esta manera, el

elemento δ1−σ es linealmente independiente a ρ1. Del mismo modo,

el elemento γ1−σ=−λi0ρ1+ (1−κi0 )δ1+ (1+µi0 )γ1, y como por defi-

nición de γi0 , κi0 ∈Q\Z o µi0 ∈Q\Z se tiene que el elemento γ1 −σ es

linealmente independiente a ρ1.

Si σ= γi0 −γ1, la prueba sigue de forma análoga al caso σ= γi0 −δ1.

Luego, el hecho es verdad para L3(γi0 ) = 2.

Supongamos que todo conjunto de exponentes monomiales ξ de la for-

ma descrita en 3.9, tal que contiene al menos un elemento γi0 de la forma

λi0ρ1 +κi0δ1 +µi0γ1 con κi0 y µi0 ∈Q\Z, satisface el hecho. Lo verificaremos

para L3(γi0 ) = k > 2.
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Iterando una vez el L−algoritmo, generamos el conjunto ξ1 que contiene

los elementos

γi0 −δ1 y γi0 −γ1

tales que:

L3(γi0 −δ1) =L3(γi0 )−L3(δ1) = κi0 +µi0 −1 = k −1 > 1.

L3(γi0 −γ1) =L3(γi0 )−L3(δ1) = κi0 +µi0 −1 = k −1 > 1.

Solo resta probar que ξ1 satisface las mismas condiciones que la hipótesis

de inducción.

Si la L−elección sigue siendo ∆ = {ρ1,δ1,γ1}, terminamos la demostra-

ción, pues el elemento γi0 −γ1 se puede expresar como:

γi0 −γ1 =λi0ρ1 + κi0︸︷︷︸
∈Q\Z

δ1 + (µi0 −1)︸ ︷︷ ︸
∈Q\Z

γ1

y por la definición de γi0 , es directo que los coeficientes κi0 y (µi0 −1) ∈
Q\Z.

Si la L−elección para ξ1 cambia a la terna ∆′ = {ρ′
1,δ′1,γ′1}, entonces L3(δ′1) ≤

L3(γ′1) = 1, pues debes tener menor L−valor que δ1 y γ1, y por hipótesis

L3(γ1) = 1 y 0 <L3(δ1) ≤L3(γ1).

Si L3(δ′1) = 0 el lema se satisface directamente, entonces podemos supo-

ner que L3(δ′1) = 1 y L3(γ′1) = 1, dado que γi0 es un elemento con menor

L−valor con coeficientes racionales propios y L3(γi0 ) = κi0 +µi0 > 2, los ele-

mentos

γi0 −γ1 y γi0 −δ1 ∉∆′

Además, gracias a la observación 7, al menos uno de ellos se puede ex-

presa de la forma λ′ρ′
1 +κ′δ′1 +µ′γ′1 tal que κ′ y µ′ ∈Q\Z. Lo anterior permite

concluir que el hecho es cierto.

□

Como se mencionó anteriormente, la demostración del lema se hará por

inducción sobre L3(γ1). Gracias al Hecho 4, se tiene que el lema se cumple

para L3(γ1) = 1, como hipótesis inductiva, suponemos que todo conjunto de
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exponentes monomiales ξ de la forma descrita en (3.9) que contiene un ele-

mento

γi =λiρ1 +κiδ1 +µiγ1

con κi y µi ∈Q\Z y L3(γ1) < h, satisface el lema. Lo verificaremos para L3(γ1) =
h.

HECHO 5. Sea ξ un conjunto de exponentes monomiales con las propieda-

des descritas en 3.9. Entonces después de una iteración finita del L-algoritmo

de Nash, se obtiene un conjunto de exponentes monomiales, ξ′, con L-elección

∆′ = {ρ′
1,δ′1,γ′1}, con ρ′

1 = ρ1, que cumple alguna de las siguientes propiedades:

1. ξ′ satisface la conclusión del lema.

2. L3(δ′1) <L3(γ′1) ≤ h y existe γ′ ∈ ξ′ \Z{ρ′
1,δ′1,γ′1} tal que h <L3(γ′) < 2h

DEMOSTRACIÓN DEL HECHO. Por principio de iteración 1, supongamos que

ξ no satisface la conclusión del lema.

Entonces se tiene que al iterar el L−algoritmo de Nash comenzando con

el conjunto ξ, tendríamos que cada nuevo conjunto de exponentes mono-

miales generado, ξ′, tiene L−elección ∆′ = {ρ′
1,δ′1,γ′1}, donde ∆′ no contiene

dos elementos linealmente independientes con L3−valor cero, ∆′ no es una

base del Z−módulo Z3. Luego existe γ′ ∈ ξ′ \Z{ρ′
1,δ′1,γ′1}.

Sin perdida de generalidad podemos suponer que ξ′ = ξ, ∆′ = ∆ y γ′ =
γ j0 =λ j0ρ1 +κ j0δ1 +µ j0γ1.

Sea m := L3(γ j0 ), notemos que siempre podemos reducir el valor de m,

en efecto, aplicando una vez el L−algoritmo, generamos el conjunto de ex-

ponentes monomiales ξ′, cuya L−elección es ∆′ = {ρ′
1,δ′1,γ′1}. Como los con-

juntos de vectores {γ j0 ,ρ1,δ1} y {γ j0 ,ρ1,γ1} no pueden ser linealmente depen-

dientes simultaneamente, entonces en ξ′ se genera a lo menos uno de los

siguientes vectores:

γ j0 −γ1, γ j0 −δ1

En ambos casos se tiene que
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h <L3(γ j0 −γ1) <L3(γ j0 ) = m

h <L3(γ j0 −δ1) <L3(γ j0 ) = m

Además, como en ambos casos el L3-valor es estrictamente más grande

que h, se obtiene que ∆′ = {ρ′
1,δ′1,γ′1} ⊂Z{ρ1,δ1,γ1}, en particular Z{ρ′

1,δ′1,γ′1} =
Z{ρ1,δ1,γ1}. Entonces se tiene que

γ j0 −γ1, γ j0 −δ1 ∉Z{ρ′
1,δ′1,γ′1}

en efecto, supongamos que γ j0−γ1 ∈Z{ρ′
1,δ′1,γ′1}. Como Z{ρ′

1,δ′1,γ′1} =Z{ρ1,δ1,γ1},

entonces γ j0 = (γ j0 −γ1)+γ1 ∈Z{ρ1,δ1,γ1}. Lo que es una contradicción. Aná-

logo para γ j0 −δ1.

Luego, podemos suponer que el conjunto de exponentes monomiales ξ

con L−elección ∆= {ρ1,δ1,γ1} contiene un elemento

γ j0 =λ j0ρ1 +κ j0δ1 +µ j0γ1 ∉Z{ρ1,δ1,γ1}

con menor L− valor, tal que

h ≤L3(γ j0 ) ≤ 2h.

Por el argumento anterior, si L3(δ1) < L3(γ1) = h, habremos probado el

hecho directamente.

Ahora supongamos que L3(δ1) =L3(γ1) = h. Además, digamos que

h <L3(γ j0 ) < 2h,

y que µ j0 ̸= 0. Aplicando una vez el L−algoritmo, generamos el conjunto de

exponentes monomiales ξ′, cuya L−elección es ∆′. Como µ j0 ̸= 0, entonces

γ j0 , ρ1 y δ1 son linealmente independientes, luego γ j0 −γ1 ∈ ξ′. Además se

satisface que

L3(γ j0 −γ1) < h

Si L3(γ′1) ≤L3(γ j0−γ1) < h, luego por hipótesis de recurrencia sobre h ten-

dríamos que se satisface el lema, y por lo tanto el hecho. Entonces, podemos

suponer que L3(δ′1) ≤L3(γ j0 −γ1) y L3(γ′1) = h.
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En particular se obtiene que

L3(δ′1) <L3(γ′1)

Si Z{ρ′
1,δ′1,γ′1} =Z3, habremos probado el lema para este caso. Considere-

mos γ′j0
∈ ξ′ el elemento con menor L−valor dentro de los γ′j =λ′

jρ
′
1 +κ′jδ′1 +

µ′
jγ

′
1 ∈ ξ′ con γ′j ∉ Z{ρ′

1,δ′1,γ′1}. Si L3(γ′j0
) ≤ 2h, se prueba el hecho. Suponga-

mos que

2h < m :=L3(γ′j0
).

Como se realizo anteriormente, podemos considerar una secuencia de

iteraciones del L-algoritmo del conjunto ξ′ para bajar el m y probar el he-

cho para el caso h <L3(γ j0 ) < 2h y que µ j0 ̸= 0.

El caso h <L3(γ j0 ) < 2h con que µ j0 = 0 es análogo a lo anterior.

Nos falta estudiar el caso L3(γ j0 ) ∈ {h, 2h} con L3(δ1) =L3(γ1) = h.

Observe que

L3(γ j0 ) = (κ j0 +µ j0 )h

Entonces κ j0 +µ j0 ∈ {1,2}. Como (κ j0 ,µ j0 ) ∉ Z2, tenemos que κ j0 ̸= 0 y

µ j0 ̸= 0.

Aplicando una vez el L−algoritmo, generamos el conjunto de exponentes

monomiales ξ′, cuya L−elección es ∆′ = {ρ′
1,δ′1,γ′1}. Como µ j0 ̸= 0 los conjun-

tos de vectores {γ j0 ,ρ1,δ1} son linealmente dependientes, entonces en ξ′ se

genera el siguiente vector

γ j0 −γ1 ∈ ξ′

De forma análoga, se obtiene que γ j0 −δ1 ∈ ξ′.

Supongamos que L3(γ′j0
) = h. Como L3(δ1) =L3(γ1) = h, obtenemos que

L3(γ j0 −γ1) = 0
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El vector γ j0 ∉Z{ρ1,δ1,γ1}, entonces γ j0−γ1, es linealmente independien-

te de ρ1 (ver Hecho 3 ). Lo que prueba el hecho en el caso L3(γ′j0
) = h.

Ahora supongamos que L3(γ′j0
) = 2h. Iterando una vez, obtenemos que

γ j0 −γ1, γ j0 −δ1, γ1, δ1 son elementos de ξ′ que satisfacen que:

L3(γ j0 −γ1) =L3(γ j0 −δ1) =L3(γ1) =L3(δ1) = h

Sea ∆′ = {ρ′
1,δ′1,γ′1} la nueva elección para ξ′. Podemos suponer que L3(γ′1) =

L3(δ′1) = h, en el caso contrario habríamos probado el hecho.

Supongamos que ∆′ ⊂Z{ρ1,δ1,γ1}. Además, supongamos que

{γ j0 −γ1,ρ′
1,δ′1} y {γ j0 −δ1,ρ′

1,δ′1}

son linealmente dependientes de forma simultanea, entonces existen núme-

ros racionales ai , b1 tales que

γ j0 −γ1 = a1ρ
′
1 +a2δ

′
1

γ j0 −δ1 = b1ρ
′
1 +b2γ

′
1

Como L3(γ j0 −γ1) = L3(γ j0 −δ1) = L3(δ1) = h y ρ′
1 = ρ1, obtenemos que

a2 = b2 = 1. Luego

γ1 −δ1 + (a1 −b1)ρ1 = 0

lo que contradice que ρ1,δ1,γ1 son linealmente independiente. Luego al-

guno de los conjuntos {γ j0 −γ1,ρ′
1,δ′1} y {γ j0 −δ1,ρ′

1,δ′1} es linealmente inde-

pendiente. Supongamos que {γ j0 −γ1,ρ′
1,δ′1} lo es. Entonces en una próxima

iteración podemos generar el elemento

γ j0 −γ1 −γ′1
Observe que L3(γ j0−γ1−γ′1) = 0 y que γ j0−γ1−γ′1 no pertenece Z{ρ1,δ1,γ1}.

Luego es linealmente independiente a ρ1 (recordar que ρ1 es primitivo), lo

que prueba el lema y por lo tanto el hecho. La demostración es análoga si

{γ j0 −δ1,ρ′
1,δ′1} es un conjunto de vectores linealmente independientes.
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Ahora supongamos que ∆′ ⊈Z{ρ1,δ1,γ1}. Entonces γ j0 −γ1 ∈∆′ y γ1 ∉∆′.
Sea ξ′′ una iteración sobre ξ′ del L-algoritmo.

Supongamos que γ′1 = γ j0 −γ1.

Recuerde que κ j0 ̸= 0 y µ j0 ̸= 0. Luego γ1,γ j0 −γ1,ρ′
1 son linealmente in-

dependientes. Entonces γ1−δ′1 pertenece a ξ′′. Si γ1−δ′1 y ρ′
1 = ρ1 son lineal-

mente independientes, habremos probado el lema y en particular el hecho.

Luego podemos suponer γ1−δ′1 y ρ1 son linealmente dependientes. Como ρ1

es primitivo y L(δ′1) <L(γ1), obtenemos que existe a ∈Z<0 tal que

δ′1 = aρ1 +γ1

En particular δ1 ∉∆′. Pero observe que δ1,δ′1,ρ′
1 = ρ1 son linealmente in-

dependientes. Entonces en una próxima iteración podemos generar el ele-

mento

δ1 −γ′1 = δ1 − (γ j0 −γ1)

Este elemento tiene L3-valor igual a cero y es linealmente independiente

de ρ1, porque γ j0 ∉Z{ρ1,δ1,γ1} (ver Hecho 3).

El caso δ′1 = γ j0 −γ1 es análogo. Lo que termina la prueba del hecho en el

caso L3(γ′j0
) = 2h. □

Para terminar la demostración del lema, consecuencia del Hecho 5, po-

demos suponer que el conjunto de exponentes monomiales ξ satisface las

siguientes condiciones:

Su L−elección ∆= {ρ1,δ1,γ1} cumple con L3(δ1) <L3(γ1).

Contiene un elemento minimal γ j0 =λ j0ρ1+κ j0δ1+µ j0γ1 ∉Z{ρ1,δ1,γ1}

tal que h <L3(γ j0 ) < 2h.

Iterando una vez el L−algoritmo, generamos el conjunto ξ′ con L−elección

∆′ = {ρ′
1 = ρ1,δ′1,γ′1}. Además el vector γ j0 −γ1 ∈ ξ′ satisface que

L3(γ j0 −γ1) < h

Como γ j0 −γ1 ∉Z{ρ1,δ1,γ1} se tiene que:

γ j0 −γ1 ∈∆′
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En el caso que γ′1 = γ j0 −γ1, por hipótesis de recurrencia sobre h, tendría-

mos que se satisface el lema.

Si δ′1 = γ j0 −γ1 y L3(γ′1) < h, por hipótesis de recurrencia sobre h, también

se satisface el lema.

Entonces digamos que δ′1 = γ j0 −γ1 y L3(γ′1) = h. Recordemos que pode-

mos suponer que en ξ′ existe un elemento minimal γ′j0
∉ Z{ρ′

1,δ′1,γ′1}, pues

en caso contrario la L−elección sería base del Z módulo Z3.

En virtud del Hecho 5, podemos decir que h < L3(γ′j0
) < 2h, Aplicando el

L−algoritmo una vez, se tiene que

γ′j0
−γ′1 ∈ ξ′′

Al igual que antes, γ′j0
−γ′1 ∉Z{ρ′

1,δ′1,γ′1} y γ′j0
−γ′1 ∈∆′′. Si L3(γ′′1) < h, por

hipótesis de recurrencia sobre h, se satisface el lema.

En el peor de los casos, tendríamos que:

δ′′ = γ′j0
−γ′1 y que L3(γ′′1) = h.

Notemos que de persistir el caso L3(γ′′1) = h, la finitud de enteros no ne-

gativos menores que h y la desigualdad estricta en los elementos de la L−
elección, garantiza que la iteración finita del L−algoritmo genera 2 elemen-

tos en la elección con L3−valor 0. Lo que termina la demostración del lema.

□

DEFINICIÓN 3.1. Sea ξ= {ρ1,δ1,δ2, · · · ,δt ,γ1,γ2, · · · ,γr } un conjunto de ex-

ponentes monomiales con L-elección ∆= {ρ1,δ1,γ1}. Diremos que un isomor-

fismo T :R3 →R3 es trivializante si:

1. (T (ρ1),T (δ1),T (γ1)) = (e1,e2,e3)

2. Preserva las elecciones sucesivas. Es decir, para algún s ∈ Z≥0, se tiene

que después de s iteraciones del L-algoritmo de ξ tenemos un cambio
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de elección ∆′ = {ρ′
1,δ′1,γ′1} si y solo si después de s iteraciones del L-

algoritmo de T (ξ) tenemos un cambio de elección ∆′′ = {e′1,e′2,e′3} y más

aún (T (ρ′
1),T (δ′1),T (γ′1)) = (e′1,e′2,e′3)

Observe que esto no implica que T preserve el L-orden, esto en general

es completamente falso.

LEMA 3.4. Dado un conjunto de exponentes monomiales ξ de alguna va-

riedad tórica esencial tal que la L−elección ∆ forma una base del Z−módulo

Z3, entonces después de una cantidad finita de iteraciones del L−algoritmo de

Nash, se obtiene un conjunto de exponentes monomiales ξ′ que satisface algu-

na de las siguientes condiciones:

i. ξ′ contiene dos elementos linealmente independientes con L3−valor 0.

ii. ξ′ tiene cardinalidad 3.

iii. Para ξ′ existe un isomorfismo lineal T :R3 →R3 trivializante.

DEMOSTRACIÓN. Por Principio de iteración 1, supondremos que durante

las iteraciones realizadas no se cumple ii. del lema, ya que esto termina la

demostración.

Consideremos un conjunto de exponentes monomiales esencial

ξ= {ρ1,δ1,δ2, · · · ,δt ,γ1,γ2, · · · ,γr }

con las características descritas en (3.9) y supongamos que la L−elección

∆ = {ρ1,δ1,γ1} forma una base para el Z−módulo Z3. Bajo estas hipótesis,

cualquier elemento δ j ∈ ξ con 2 ≤ j ≤ t , puede expresarse como:

δ j =λδ jρ1 +κδ jδ1 con λδ j , κδ j ∈Z

y cualquier elemento γi ∈ ξ con 2 ≤ i ≤ r , puede expresarse como:

γi =λγiρ1 +κγiδ1 +µγiγ1, con λγi , κγi , µγi ∈Z

Dado que ξ es un conjunto de exponentes monomiales esencial de una

variedad tórica singular, no todos los coeficientes pueden ser positivos. Más

precisamente:

Para δ j ∈ ξ se tiene que

λδ j ∈Z≤0 y κδ j ∈Z>0
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(⋆) Para γi ∈ ξ, considerando que L3(γi ) ≥ 0, se satisface alguna de las

siguientes condiciones:

1. λγi ∈Z, κγi ∈Z<0 y µγi ∈Z>0.

2. λγi ∈Z, κγi ∈Z>0 y µγi ∈Z<0.

3. λi ∈Z≤0, κγi ∈Z≥0 y µγi ∈Z>0.

Los siguientes hechos prueban el lema. Primero estudiaremos la condición 3.

de (⋆).

HECHO 6. Sea ξ= {ρ1,δ1,δ2, · · · ,δt ,γ1,γ2, · · · ,γr } un conjunto de exponen-

tes monomiales tal que:

δ j =λδ jρ1 +κδ jδ1, con λδ j ∈Z≤0 y κδ j ∈Z>0, para todo 2 ≤ j ≤ t .

γi = λγiρ1 +κγiδ1 +µγiγ1, con λγi ∈ Z≤0, κγi ∈ Z≥0 y µγi ∈ Z>0, para

todo 2 ≤ i ≤ r .

Entonces existe un isomorfismo trivializante de ξ.

DEMOSTRACIÓN DEL HECHO. Como tenemos que

δ j =λδ jρ1 +κδ jδ1, con λδ j ∈Z≤0 y κδ j ∈Z>0, para todo 2 ≤ j ≤ t .

γi = λγiρ1 +κγiδ1 +µγiγ1, con λγi ∈ Z≤0, κγi ∈ Z≥0 y µγi ∈ Z>0, para

todo 2 ≤ i ≤ r .

Los elementos de ξ pertenecen a la región, R, delimitada por los semipla-

nos

H1 =Rρ1 +R≥0δ1 y H2 =Rρ1 +R≥0γ1,

ver la siguiente figura
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FIGURA 3. Representación gráfica de la región R

Notemos que un elemento de la forma δ j =λδ jρ1+κδ jδ1, con λδ j ∈Z≤0 y

κδ j ∈Z>0, pertenece a H1, en consecuencia, en la iteración del L−algoritmo

no se genera el elemento δ j − γ1. Análogamente un elemento de la forma

γi = λγiρ1 +µγiγ1, con λγi ∈ Z≤0 y µγi ∈ Z>0 pertenece a H2 y no genera

el elemento γi −δ1.

En otras palabras, un elemento que pertenece a un semiplano, solo gene-

ra elementos en el semiplano.

Por otro lado, al aplicar el L−algoritmo a un elemento de la forma γi =
λγiρ1 +κγiδ1 +µγiγ1, con λγi ∈ Z≤0, κγi ∈ Z≥0 y µγi ∈ Z>0, puede generar

elementos de la forma

γi −aρ1 −bδ1 − cγ1

donde b ≤ κγi y c ≤ µγi , en otras palabras, un elemento al interior de la

la región R, puede generar elementos al interior de R y a lo más generar ele-

mentos en los semiplanos, pero en ningún caso un elemento fuera de R. Lue-

go la región R es estable por las iteraciones del L-algoritmo, es decir, después

de un número finito de iteraciones, se obtiene un conjunto de exponentes

monomiales ξ′ ⊂ R.

En particular, podemos iterar el L−algoritmo hasta que algún elemen-

to de la forma γi0 = λγi0
ρ1 + κγi0

δ1 +µγi0
γ1, con λγi0

∈ Z≤0, κγi0
∈ Z≥0 y
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µγi0
∈ Z>0 con κγi0

+µγi0
minimal, genere un elemento en el semiplano H1

con menor L−valor que δ1 y otro en el semiplano H2 con menor L que γ1.

Notemos que después de κγi0
+µγi0

−1 iteraciones, se obtiene el conjunto ξ′,
cuya L−elección es ∆′ = {ρ′

1,δ′1,γ′1}, donde

1. ρ′
i = ρ1

2. δ′1 =λδ′1ρ1 +δ1 donde λδ′1 ≤ 0

3. γ′1 =λγ′1ρ1 +γ1 donde λγ′1 ≤ 0.

Entonces para probar el hecho basta encontrar una transformación lineal

T que preserve el L-orden de los semiplanos H1, H2. Observe que no nece-

sariamente debe preservar los ordenes en la región R.

Consideremos el isomorfismo lineal

T (x) = (
δ1 ×γ1 ·x , γ1 ×ρ1 ·x , ρ1 ×δ1 ·x

)
donde x = (x, y, z). Observe que:

T (ρ1) = e1, T (δ1) = e2, T (γ1) = e3,

Más aún, para cualquier δ=λδρ1+κδδ1 ∈ H1 y γ=λγρ1+µγγ1 ∈ H2 tene-

mos que

T
(
δ
)= (

λδ,κδ,0
)

y T
(
γ
)= (

λγ,0,µγ
)

Consideremos δ = λδρ1 +κδδ1 y δ̂ = λδ̂ρ1 +κδ̂δ1 dos elementos en H1,

luego λδ, λδ̂ ∈R y κδ, κδ̂ ∈R≥0. Si

L(δ) <L(δ̂) ⇒ L3(δ) ≤L3(δ̂)

⇒ κδL3(δ1) ≤ κδ̂L3(δ1)

⇒ κδ ≤ κδ̂
Ahora observe que

Si κδ < κδ̂, entonces es directo que L
(
T

(
δ
))<L

(
T

(
δ̂
))

Si κδ = κδ̂, entonces

L2(δ) ≤L2(δ̂) ⇒ λδL2(ρ1)+κδL2(δ1) ≤λδ̂L2(ρ1)+κδ̂L2(δ1)

⇒ λδL2(ρ1) ≤λδ̂L2(ρ1)

⇒ λδ ≤λδ̂,
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En consecuencia L
(
T

(
δ
)) < L

(
T

(
δ̂
))

. Lo anterior es análogo para ver que T

preserva los ordenes en H2. Esto termina la prueba del hecho. □

HECHO 7. Sea ξ un conjunto de exponentes monomiales tal que existe un

γi ∈ ξ que satisface la condición 1. o 2. de (⋆). Entonces después de una can-

tidad finita de iteraciones del L−algoritmo de Nash, se obtiene un conjunto

de exponentes monomiales ξ′ que satisface el lema o las hipótesis del hecho

anterior.

DEMOSTRACIÓN DEL HECHO. Consideremos el elemento

γs =λγsρ1 +κγsδ1 +µγsγ1

con el menor L−valor que satisface la condición 1. o 2. de (⋆), luego λγs ∈Z,

κγs ∈Z<0 y µγs ∈Z>0 o bien λγs ∈Z, κγs ∈Z>0 y µγs ∈Z<0.

Notemos que gráficamente γs se sitúa por arriba del plano H1 y por de-

bajo de plano H2. O bien se sitúa por abajo del plano generado por H1 y por

arriba de plano H2.

FIGURA 4. Representación gráfica de un elemento que satisfa-

ce la condición 2. de (⋆)

Desde (3.9), sabemos que los elementos de ξ satisfacen el siguiente orden

L(ρ1) <L(δ1) <L(δ2) < ·· · <L(δt )
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L(δ1) <L(γ1) < ·· · <L(γs) < ·· · <L(γr )

Dado un elemento θ ∈ ξ, entonces tenemos θ =λθρ1 +κθδ1 +µθγ1. Sea

ξR = {
θ ∈ ξ |λθ ≤ 0,κθ ≥ 0,µθ ≥ 0

}
.

De la definición de ξR se obtiene que:

ξR ⊊ ξ

δ j ∈ ξR , 1 ≤ j ≤ t

γ j ∈ ξR , 1 ≤ j ≤ s −1

Sea ξ1 el conjunto de exponentes monomiales obtenido al realizar una

iteración del L-algoritmo. Observe que los elementos de ξR solo generan ele-

mentos de ξ1
R =

{
θ ∈ ξ1 | κθ ≥ 0,µθ ≥ 0

}
. En efecto, dado θ ∈ ξR , entonces θ−δ1

se genera si y solo si κθ ≥ 1, análogo para θ−γ1, este se genera si y solo si

µθ ≥ 1. De hecho, una iteración sobre el conjunto ξR se comporta como el

conjunto de exponentes monomiales del Hecho 6.

Procedemos la demostración por inducción sobre L3(γs). Si L3(γs) =L3(γ1),

iterando una vez el L−algoritmo, se genera el elemento γs − γ1 = λγsρ1 +
κγsδ1 + (µγs − 1)γ1 cuyo L3−valor es cero y es linealmente independiente a

ρ1, ya que κγs ̸= 0 y µγs −1 ̸= 0.

Supongamos que todo conjunto de exponentes monomiales ξ que con-

tiene al menos un γs ∈ ξ minimal con L3(γs) < k, satisfaciendo la condición

1. o 2. de (⋆), después de una cantidad finita de iteraciones del L−algoritmo

de Nash se obtiene un conjunto de exponentes monomiales ξ′ que satisface

el hecho. Lo verificaremos para L3(γs) = k.

Realizando una iteración del algoritmo, se generan los elementos

γs −δ1 =λγsρ1 + (κγs −1)δ1 +µγsγ1.

γs −γ1 =λγsρ1 +κγsδ1 + (µγs −1)γ1.

Si el cambio de L-elección se genera a partir de elementos de ξR , enton-

ces la terna ∆′ = {ρ′
1,δ′1,γ′1} tiene la forma:

1. ρ′
1 = ρ1

2. δ′1 =λδ′1ρ1 +δ1 donde λδ′1 ≤ 0
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3. γ′1 =λγ′1ρ1 +γ1 donde λγ′1 ≤ 0

luego L3(δ′1) =L3(δ1) y L3(γ′1) =L3(γ1). Además observe que

γs −γ1 =λγsρ1 +κγsδ1 + (µγs −1)γ1 =λ′
γs
ρ′

1 +κγsδ
′
1 + (µγs −1)γ′1

y

L3(γs −γ1) <L3(γs).

Análogo para γs −δ1.

Luego se tiene que ξ1 satisface las condiciones de la hipótesis inductiva.

Entonces ξ satisface el hecho.

Supongamos que ∆′ no se genera a partir de elementos de ξR . Entonces

por el orden declarado en (3.9), la terna ∆′ contiene al menos uno de los si-

guientes elementos

γs −δ1 =λγsρ1 + (κγs −1)δ1 +µγsγ1 ∉ ξR .

γs −γ1 =λγsρ1 +κγsδ1 + (µγs −1)γ1 ∉ ξR .

Notemos que la nueva L−elección para ξ1 define un nuevo conjunto ξ1
R

tal que ξR ⊆ ξ1
R . Si ξ1 = ξ1

R , nos encontraríamos en la hipótesis del Hecho

6, lo que termina la demostración. Supongamos que ξ1 contiene al menos

un γ′s que satisface la condición 1. o 2. de (⋆). No necesariamente se tiene

que L3(γ′s) < k, sin embargo los L3−valores de los elementos en la nueva

L−elección ∆′ son menores respecto a los L3−valores de la L−elección an-

terior ∆, pues L3(γs −γ1) ≤ L3(γs −δ1) < L3(γ1). Lo que permite realizar un

argumento por recurrencia.

Es decir, si realizamos una iteración finita del L−algoritmo de Nash a del

conjunto de exponentes monomiales ξ se genera un conjunto de exponentes

monomiales ξ′ que satisface algunas de las siguientes condiciones:

a) Existe una iteración tal que ξ′R = ξ′. En cuyo caso se satisface las hipó-

tesis de hecho 6, lo que termina la demostración.

b) Para toda iteración de tiene que ξ′R ⊊ ξ′. Entonces existirá una itera-

ción ξ′ que contiene dos elementos linealmente independientes con

L3−valor 0. En efecto, si suponemos que para toda iteración k, se tie-

ne que ξk
R ⊊ ξk , entonces siempre se reducirán los L3−valores de la
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L−elección ∆k , como los L3−valores son números enteros no nega-

tivos, se garantiza que eventualmente llegaremos a una iteración k0

del L−algoritmo, en donde la L−elección para el conjunto ξk0 inclui-

rá dos elementos linealmente independiente con L3−valor igual a 0.

□

El lema sigue de los hechos anteriores.

□

En virtud de los Lemas 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4, podemos suponer que el con-

junto de exponentes monomiales ξ contiene dos elemento linealmente inde-

pendientes con L−valor 0, o bien para ξ existe un isomorfismo trivilizante.

Tal y como lo describe el siguiente diagrama.

Si para ξ existe un isomorfismo trivilizante T : R3 → R3, por Definición

3.1 se tiene que T
(
ξ
)

tiene dos elemento linealmente independientes con
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L−valor 0 y un elemento con L3−valor igual a 1.

Si ξ es un conjunto de exponentes monomiales que contiene dos elemen-

to linealmente independientes con L−valor 0, entonces ξ tiene la forma

ξ= {ρ1,ρ2, · · · ,ρl , · · · ,ρs ,γ1,γ2, · · · ,γr }; r > 1 (3.10)

donde

L3(ρi ) = 0 para 1 ≤ i ≤ s

L3(γ j ) > 0 para 1 ≤ j ≤ r

Supongamos que el orden inducido por L es:

L(ρ1) <L(ρ2) < ·· · <L(ρl ) < ·· · <L(ρs) <L(γ1) <L(γ2) < ·· · <L(γr ) (3.11)

ρl es el elemento con menor L−valor que es linealmente indepen-

diente a ρ1.

En el siguiente lema se demostrará que dado en conjunto ξ de la forma

descrita en 3.10, entonces la iteración del L−algoritmo de Nash genera un

conjunto de exponentes monomiales ξ′, que contiene dos elementos lineal-

mente independientes con L−valor 0 y un elemento con L3−valor igual a 1.

LEMA 3.5. Dado un conjunto ξ de exponentes monomiales esencial de la

forma descrita en 3,10, entonces la iteración del L−algoritmo de Nash genera

un conjunto de exponentes monomiales esencial ξ′, que contiene dos elemen-

tos linealmente independientes con L−valor 0 y al menos un elemento cuyo

L3−valor es 1.

DEMOSTRACIÓN.

Dado un conjunto de exponentes monomiales de la forma descrita en

3.10, se tiene que la L−elección para ξ es la terna ∆= {ρ1,ρl ,γ1}.

Consideremos en ξ los siguientes conjuntos disjuntos:

ξ0 = {ρi | 1 ≤ i ≤ s} compuesto por todos los elementos de ξ cuyo

L3−valor es cero.
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ξc = {γ j | 1 ≤ j ≤ r } compuesto de todos los elementos de ξ cuyo

L3−valor es mayor a cero.

Observemos que la equivalencia Zξ = Z3, implica que el máximo común

divisor de los L3−valores de ξc es 1. En otras palabras, si γ j = (a j ,b j ,c j ) para

todo 1 ≤ j ≤ r , entonces

mcd(c1,c2, · · · ,cr ) = 1

ya que se debe generar el elemento e3 = (0,0,1).

Notemos que cada γ j con 1 < j ≤ r se puede expresar de la forma

γ j =λ jρ1 +κ jρl +µ jγ1

donde λ j , κ j ∈ Q y µi ∈ Q̸=0, por Observación 5 y 6 tenemos que en una

iteración del L−algoritmo, cada γ j genera el elemento γ j −γ1, con L3(γ j −
γ1) = c j − c1.

Por otro lado, por propiedad del máximo común divisor, se tiene que los

L3−valores no nulos de ξ1 también debe ser 1. Es decir:

mcd(c1,c2 − c1, ...,cr − c1) = 1

Por la forma del conjunto ξ declarada en 3.11, y en vista que la L−elección

debe ser linealmente independiente, todos los elementos generados por ρi

(i ̸= 1, l ) en iteraciones del L−algoritmo, tiene L3−valor 0 y solo podrían sus-

tituir en la L−elección a ρ1, ρl o ambos, pero no al vector γ1, por otro lado,

los elementos generados por γ j ( j ̸= 1), podrían sustituir en la L−elección a

γ1.

El Principio de Iteración 1 y la Observación 7 indican que cualquier cam-

bio en la L−elección ∆ de los elementos ρ1 o ρl , resulta irrelevante para la

demostración, ya que en el peor de las casos, el conjunto generado mantiene

las mismas propiedades que el conjunto original ξ. Desde ahora solamente

nos preocuparemos de los casos donde el vector γ1 ∈∆ es sustituido.
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Notemos que el L−orden sugiere que el elemento γ2 es el primer candi-

dato en sustituir en la L−elección a γ1. Podemos iterar el L−algoritmo, hasta

encontrar un k1 ∈Z>0 tal que

L3
(
γ2 − (k1 −1)γ1

)>L3(γ1) y L3
(
γ2 −k1γ1

)≤L3(γ1)

Si L3(γ2−k1γ1) =L3(γ1), significa que L3(γ2) es múltiplo de L3(γ1). En es-

te momento el elemento γ2 −k1γ1 podría reemplazar a γ1 en la L−elección

para ξk1 . Considerando que estamos interesados en su L3−valor, por abu-

so de notación, seguiremos denotando por γ1 el vector perteneciente a la

L−elección cuyo L3−valor es mayor que 0 (ver Observación 7).

Por el Principio de Iteración 1, seguimos iterando el L−algoritmo hasta

algún k2 ∈Z>0 talque:

L3
(
γ3 − (k2 −1)γ1

)>L3(γ1) y L3
(
γ3 −k2γ1

)≤L3(γ1)

si L3
(
γ3 −k2γ1

)=L3(γ1) significa que también L3(γ3) es múltiplo de L3(γ1).

Notemos que no todos los L3−valores pueden ser múltiplos de L3(γ1),

pues mcd(c1,c2, · · · ,cr ) = 1, entonces existe un elemento γ′ ∈ ξc minimal res-

pecto al orden inducido por L, tal que:

L3(γ′−kγ1) <L3(γ1)

De esta manera, obtenemos un nuevo conjunto de exponentes monomia-

les ξk tal que el máximo común divisor de los L3−valores no nulos es igual a

1 y con un elemento de la forma γ−kγ1 con 0 <L3(γ−kγ1) <L3(γ1). Es decir,

nos encontramos en la misma condición inicial, pero con una mejora en la

L−elección respecto a sus L3−valores. Un argumento de recurrencia sobre el

L3−valor de γ′−kγ1 nos permite concluir que la iteración del L−algoritmo

de Nash genera un elemento con L3−valor igual a 1. □

OBSERVACIÓN 9. El elemento γ−kγ1 con L3−valor igual a 1, determina-

do en el Lema 3.5, puede asumirse como e3, en efecto si γ−kγ1 tiene la forma

(a,b,1) y es minimal respecto al orden inducido por L. Aplicando el isomor-

fismo lineal T (x, y, z) = (x −az, y −bz, z), obtenemos T (a,b,1) = (0,0,1). Por lo

tanto, podemos suponer que el conjunto de exponentes monomiales inicial ξ

contiene a e3 y dos elementos linealmente independiente con L3−valor 0.
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Notemos que para caso donde ξ admite un isomorfismo trivializante, se tie-

ne que T (ξ) contiene a e1, e2 y e3, lo que es un caso particular del resultado

obtenido en el Lema 3.5.

Desde ahora, podemos suponer que el conjunto de exponentes mono-

miales inicial ξ tiene la forma

ξ= {ρ1,ρ2, · · · ,ρs ,γ1 = e3,γ2, · · · ,γr } (3.12)

donde

L3(ρi ) = 0 para 1 ≤ i ≤ s

L3(γ j ) ≥ 1 para 1 ≤ j ≤ r ,

el orden en ξ inducido por L es:

L(ρ1) <L(ρ2) < ·· · <L(ρl ) < ·· · <L(ρs) <L(e3) <L(γ2) < ·· · <L(γr )

ρl es el elemento con menor L−valor que es linealmente indepen-

diente a ρ1.

LEMA 3.6. Sea ξ un conjunto de exponentes monomiales de la forma 3.12,

entonces la iteración del L−algoritmo genera un conjunto de exponentes mo-

nomiales ξ′ tal que Zξ′0 =Z2 × {0}, donde ξ′0 := {
ρ ∈ ξ′ |L3(ρ) = 0

}
.

DEMOSTRACIÓN. De acuerdo con la descripción de ξ dada en 3.12, tene-

mos que la L−elección es la terna ∆= {ρ1,ρl ,e3}.

Si Zξ0 =Z2×{0} no hay necesidad de realizar ninguna demostración. Aho-

ra, supongamos que Zξ0 ̸=Z2 × {0}. En este caso, dado que Zξ=Z3 existe un

subconjunto ζ⊆ ξ tal que Z2 × {0} ⊂Zζ.

Digamos que el conjunto ζ tiene la forma ζ= {σ1,σ2, · · · ,σt } y que el orden

inducido por L es

L(σ1) <L(σ2) < ·· · <L(σt ) (3.13)

Demostraremos el lema por principio de inducción sobre el L3(σt ).
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Si L3(σt ) = 1, existe un entero 1 ≤ j ≤ t , tal que L3(σi ) = 0 para todo i < j

y L3(σi ) = 1 para todo i ≥ j , iterando una vez el L−algoritmo, cada σi genera

los siguientes elementos:

σi −ρ1 para todo 1 ≤ i ≤ t .

σi −ρl para todo 1 ≤ i ≤ t .

σi −e3 para todo i ≥ j .

Notemos que el subconjunto{
ρ1, σi −ρ1, σh −e3 |1 ≤ i < j , h ≥ j

}⊆ ξ1
0

mantiene toda la información de las componentes 1 y 2 de todos los elemen-

tos σi ∈ ζ. Por lo tanto es directo que Z2×{0} ⊂Zξ1
0, lo que implica la igualdad.

Supongamos que todo conjunto de exponentes monomiales ξ que con-

tiene un subconjunto ζ tal que Z2 × {0} ⊂Zζ con L3(σt ) < k satisface el lema,

lo verificaremos para L3(σt ) = k.

Para usar la hipótesis de inducción se debe verificar que el conjunto de

exponentes generado satisface las mismas características del conjunto ini-

cial ξ, es decir, su L−elección contiene 2 elementos linealmente indepen-

dientes con L−valor 0 y al vector canónico e3, notemos que la iteración del

L−algoritmo en el peor de los casos mantiene los L3−valores de los elemen-

tos de ξ1 respecto a los de ξ.

Consideremos el conjunto de exponentes monomiales ξ con L−elección

∆= {ρ1,ρl ,e3} y el subconjunto ζ= {σ1,σ2, · · · ,σt } tal que Z2 × {0} ⊂Zζ.

Por el L−orden en ζ descrito en 3.13, existen enteros j1, j2, j3 y j4 tales

que:

L3(σi ) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ j1.

L3(σi ) = 1 para todo j1 < i ≤ j2.

L3(σi ) = 2 para todo j2 < i ≤ j3.

2 <L3(σi ) < k para todo j3 < i ≤ j4.

L3(σi ) = k para todo j4 < i ≤ t .

Aplicando una vez el L−algoritmo, cada σi ∈ ζ\∆ genera los elementos
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σi −ρ1 para 1 ≤ i ≤ t .

σi −ρl para 1 ≤ i ≤ t .

σi −e3 para todo i > j1.

Considerando que al restar e3, solo se altera la tercera coordenada, la ite-

ración del algoritmo permite conservar toda la información de las coordena-

das 1 y 2 de los elementos σi con i > j1. Entonces si no hay cambio en la

L−elección, podemos considerar el subconjunto

ζ1 = {
ρ1,ρl ,e3,σi −ρ1 (con 1 ≤ i ≤ j4), σi −e3 (con j4 < i ≤ t ) |σi ∈ ζ\∆

}⊂ ξ1

notemos que Z2 × {0} ⊂ Zζ1 y como todo elemento en ζ1 tiene L3−valor me-

nor que k, la hipótesis de inducción permite concluir el lema.

Por otro lado, si para la próxima iteración hay cambios en la L−elección,

significa que:

i. Algún elemento de la forma σi − e3 con j1 < i ≤ j2, σi −ρ1 o σi −ρl

con i ≤ j1 reemplaza a ρ1 o ρl o ambos.

ii. Algún elementos de la forma σi −e3 con j2 < i ≤ j3, σi −ρ1 o σi −ρl

con j1 < i ≤ j2 reemplaza a e3.

iii. Ocurren i. y ii. simultáneamente.

Supongamos que para el caso i. la nueva L−elección sustituye a ρl , en-

tonces el mismo conjunto

ζ1 = {
ρ1,ρl ,e3,σi −ρ1 (con 1 ≤ i ≤ j4), σi −e3 (con j4 < i ≤ t ) |σi ∈ ζ\∆

}⊂ ξ1

como todo elemento en ζ1 tiene L3−valor menor que k, la hipótesis inducti-

va permite concluir que Z2 × {0} = Zξ1
0. Por otro lado, si la nueva L−elección

sustituye a ρ1, entonces se puede considerar el conjunto

ζ2 = {
ρ1,ρl ,e3,σi −ρl (con 1 ≤ i ≤ j4), σi −e3 (con j4 < i ≤ t ) |σi ∈ ζ\∆

}⊂ ξ1

como todo elemento en ζ2 tiene L3−valor menor que k, por hipótesis induc-

tiva podemos concluir que Z2 × {0} =Zξ1
0. Por último, si la nueva L−elección

sustituye a ρ1 y ρl . Digamos que σi0 − γ es un vector en la terna ∆′, con

1 ≤ i0 ≤ j2, γ ∈ {ρ1,ρl ,e3}, entonces en la próxima iteración del L−algoritmo

el conjunto ξ2, entre otros, contiene a los elementos

σi0 −γ.

ρ1 − (σi0 −γ).
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ρl − (σi0 −γ).

σi −ρ1 − (σi0 −γ) para 1 ≤ i ≤ t , i ̸= i0.

σi −e3 − (σi0 −γ) para j1 < i ≤ t , i ̸= i0.

σi −2e3 para j2 < i ≤ t .

consideramos el subconjunto ζ3 que contiene los siguientes elementos de ξ2:

σi0 −γ.

ρ1 − (σi0 −γ).

ρl − (σi0 −γ).

σi −ρ1 − (σi0 −γ) para (1 ≤ i ≤ j2, i ̸= i0).

σi −2e3 para ( j2 < i ≤ t )

luego, al igual que antes, el subconjunto ζ3 tiene toda la información de las

coordenadas 1 y 2 de todos los σi ∈ ζ, y como los elementos de ζ3 tiene

L3−valor menor que k, la hipótesis de inducción permite concluir el lema

para el caso i.

Para el caso ii. y iii. el resultado es directo, ya que si se debe sustituir e3,

podemos aplicar el isomorfismo lineal definido en la observación 9 el cual

permite recuperar en la L−elección a e3 y además T fija los elementos en

Z2 × {0}, esto significa que los cambios en la L−elección de los elementos de

L−valor 0 son los críticos, pero esto ya se analizó en el caso i. Luego Z2×{0} =
ZT

(
ζ
)
. Lo que termina la demostración del lema

□

OBSERVACIÓN 10. Según el Lema 3.6, dado un conjunto de exponentes mo-

nomiales ξ asociado a alguna variedad tórica, podemos asumir que el sub-

conjunto ξ0 compuesto por todos los elementos de ξ con L3−valor 0, genera

Z2 × {0}. Por otro lado, en el trabajo de Duarte [5] se demuestra en los Le-

mas 2.2.6, 2.2.7 y 2.2.8, que todo conjunto de exponentes monomiales esencial

ξ ⊂ Z×Z tal que ξZ = Z2, la iteración del algoritmo de Nash fijando una rec-

ta L de pendiente racional, conduce a un conjunto de exponentes monomiales

esencial ξ′ que contiene los elementos canónicos (1,0) y (0,1).

Recordemos de la Observación 4, que las iteraciones del L−algoritmo de

Nash, para el caso bidimensional son un caso particular del L−algoritmo de
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Nash, luego podemos suponer que el conjunto inicial de exponentes monomia-

les ξ ⊂ Z3 contiene los elementos canónicos e1 y e2 y gracias a la observacion

9 también contiene a e3. Además la L−elección para ξ es ∆ = {e1, e2, e3}. El

avance de la demostración se representa el siguiente esquema.

OBSERVACIÓN 11. Notemos que, para un conjunto de exponentes mono-

miales ξ con L−elección canónica ∆= {e1,e2,e3}, una iteración del L−algoritmo
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de Nash resta a lo más una unidad a las coordenadas de γ ∈ ξ\∆. En otras pa-

labras, si γ = (a1, a2, a3) ∈ ξ\∆ después de k iteraciones, en ξk tendremos ele-

mentos de la forma: (a1 −k1, a2 −k2, a3 −k3), donde las constantes enteras no

negativas k1,k2,k3 representan combinaciones cuya suma es k.

OBSERVACIÓN 12. Consideremos un conjunto minimal de exponentes mo-

nomiales ξ cuya L−elección corresponde a la terna canónica ∆ = {e1,e2,e3} y

sea γ ∈ ξ. En este caso podemos actualizar lo visto es las Observaciones 5 y 6.

Si γ ∈ ξ, recordemos que en la siguiente iteración del L−algoritmo de Nash,

se generan los elementos de la forma:

γ−e1 ∈ ξ1 si y solo si det (γ,e2,e3) ̸= 0.

γ−e2 ∈ ξ1 si y solo si det (γ,e1,e3) ̸= 0.

γ−e3 ∈ ξ1 si y solo si det (γ,e1,e2) ̸= 0.

En particular, si γ = (a1,0, a3) ∈ ξ, entonces en la siguiente iteración del

L−algoritmo se generan los elementos de la forma γ− e1 y γ− e3 ∈ ξ1. Pe-

ro no se genera el elemento γ− γ2, pues det(e1,γ,e3) = 0. Análogamente, si

γ= (a1, a2,0) ∈ ξ, entonces en la siguiente iteración del L−algoritmo se generan

solo los elementos de la forma γ−e1 y γ−e2.

Por lo tanto, dado un elemento γ ∈ ξ, concluimos que la progresión defi-

nida por la iteración del L−algoritmo con L−elección canónica e1,e2,e3, no

genera elementos fuera del octante al que pertenece γ.

LEMA 3.7. Consideremos un conjunto de exponentes monomiales de algu-

na variedad tórica esencial de dimensión 3. Entonces la iteración finita del

L−algoritmo de Nash genera un conjunto de exponentes monomiales ξ′ que

contiene un único elemento cuyo L3−valor es distinto de 0.

DEMOSTRACIÓN. Por la observación 10, podemos suponer que ξ tiene la

forma

ξ=
{

e1,e2,e3, (di , fi ,0), (a j ,b j ,c j ) ; 1 ≤ i ≤ r , 1 ≤ j ≤ s
}
⊂Z×Z×Z≥0 (3.14)

donde, por minimalidad y esencialidad se tiene que:

c j > 0 para todo 1 ≤ j ≤ s,

di < 0 y fi > 0 para todo 1 ≤ i ≤ r ,

la L−elección es la terna canónica ∆= {e1,e2,e3}.
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digamos que el orden inducido por L es

L(e1) <L(e2) <L
(
(d1, f1,0)

)< ·· · <L
(
(dr , fr ,0)

)<L(e1) <L
(
(a1,b1,c1)

)< ·· · <L
(
(as ,bs ,cs)

)
luego 0 < f1 ≤ f2 ≤ ·· · ≤ fr y 0 < c1 ≤ c2 ≤ ·· · ≤ cs .

Consideremos el par R(ξ) := (a jN ,b jM ), donde

a jN = mı́n{a j |1 ≤ j ≤ s}

b jM = mı́n{b j |1 ≤ j ≤ s}

demostraremos que iterando el L−algoritmo de Nash, obtenemos un con-

junto de exponentes monomiales ξ′ de modo que R(ξ′) = (0,0), luego por la

minimalidad del conjunto ξ′, s = 0 y en consecuencia, el único elemento con

L3−valor mayor a cero sería e3.

HECHO 8. Dado un conjunto de exponentes monomiales de la forma des-

crita en 3.14, entonces podemos suponer que todo elemento de la forma (a j ,b j ,c j ),

satisface que b j > 0.

DEMOSTRACIÓN DEL HECHO. Por principio de iteración 1, supondremos

que no satisface el lema en iteraciones previas.

Por la Observación 11 los elementos del conjunto ξk generado en la k−esima

iteración del L−algoritmo siguiendo la elección canónica ∆ = {e1,e2,e3} tie-

nen la forma:

e1, e2 y (di −k1, fi −k2,0) para k1, k2 ≥ 0 tales que k1 +k2 = k.

e3, (a j −k3,b j −k4,c j −k5) para k3, k4,k5 ≥ 0 tales que k3+k4+k5 = k.

Notemos que para ξk podría haber un cambio en la L−elección si, y solo

si, se presenta alguno de los siguientes casos:

C1 Después de k = f1 −1 iteraciones se genera el elemento (d1,1,0) con

d1 < 0, el cual reemplazará a e2 en la L−elección para ξk .

C2 Después de k = b j0 + c j0 − 1, iteraciones, donde b j0 + c j0 = mı́n{b j +
c j ;b j ≥ 0}, se generan los elementos (a j0 ,1,0) y (a j0 ,0,1) los cuales en

la siguiente L−elección reemplazarán a e2 y e3 respectivamente.
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C3 Después de k = c j1 −1 iteraciones, donde c j1 = mı́n{c j ; b j < 0} se ge-

nera el elemento (a j1 ,b j1 ,1) el cual en la siguiente L−elección reem-

plazará a e3.

En primer lugar demostraremos que podemos iterar el L−algoritmo de

Nash k = c j1 −1 veces hasta que ocurra el caso 3.

Sea k = mı́n
{

f1 −1,b j0 + c j0 −1,c j1 −1
}

Si k = c j1 −1, no hay nada que demostrar.

Si k = f1 −1, al paso de k iteraciones del L−algoritmo, obtenemos el con-

junto de exponentes monomiales ξ f1−1, observemos que (d1,1,0) ∈ ξ f1−1, ade-

más L
(
(d1,1,0)

)<L(e1), luego hay un cambio en la L−elección. Aplicando la

transformación lineal:

T1(x, y, z) = (x +|d1|y, y, z) (3.15)

recuperamos una L−elección canónica y además el conjunto ζ f1−1 := T1

(
ξ f1−1

)
tiene la forma descrita en 3.14.

Si k = b j0 + c j0 −1 donde b j0 + c j0 = mı́n{b j + c j ;b j ≥ 0}, después de k ite-

raciones del L−algoritmo, obtenemos el conjunto ξb j0+c j0−1, observemos que

(a j0 ,1,0) y (a j0 ,0,1) ∈ ξb j0+c j0−1, tales que L
(
(a j0 ,1,0)

)
<L(e2) y L

(
(a j0 ,0,1)

)
<

L(e3), luego hay un cambio en la L−elección. Aplicando la transformación

lineal:

T2(x, y, z) = (x +|a j0 |(y + z), y, z) (3.16)

recuperamos una L−elección canónica, además el conjunto T2

(
ξb j0+c j0−1

)
tie-

ne la forma descrita en 3.14.

Notemos que, por definición de T1 se tiene que L2(γ) =L2
(
T1(γ)

)
y L3(γ) =

L3
(
T1(γ)

)
, analogamente para T2. Por lo tanto, cualquier composición de los

isomorfismos T1 y T2 mantendrá fijo los L2 y L3 valores y generará un con-

junto de la forma descrita en 3.14. Luego podemos iterar el L−algoritmo k =
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c j1 −1 veces, hasta que ocurra el caso 3.

Digamos que (a jM ,b jM ,c jM ) ∈ ξ es el elemento con L2−valor más negativo,

y apliquemos el L−algoritmo c j1 −1 veces, donde c j1 = mı́n{c j ; b j < 0}, hasta

generar el conjunto ξc j1−1.

Por Observación 11 tenemos que el elemento en ξc j1−1 con L2−valor más

negativo tiene la forma
(
a jM ,b jM − (c j1 −1),c jM

)
. Además (a j1 ,b j1 ,1) ∈ ξc j1−1 y

L((a j1 ,b j1 ,1)) <L(e3), por lo tanto hay un cambio en la L−elección. Mediante

la transformación lineal:

T3(x, y, z) = (x +|a j1 |z, y +|b j1 |z, z) (3.17)

recuperamos una L−elección canónica para T3

(
ξc j1−1

)
.

En particular, analizando el elemento de ξc j1−1 con L2−valor más negati-

vo tenemos:

T3

(
a jM ,b jM − (c j1−1),c jM

)
=

a jM +|a j1 |c jM , b jM −(c j1−1)+|b j1 |c jM︸ ︷︷ ︸
>0

, c jM


En efecto, |b j1 |c jM > (c j1−1) pues

c j1 −1 < c j1

≤ c j ; para todo j con b j < 0

≤ c jM

≤ |b j1 |︸︷︷︸
≥1

c jM

Dado que b jM < 0, se prueba que despúes de c j1−1 iteraciones del L−algoritmo,

la segunda coordenada del par R(ξc j1−1) es mayor a la segunda coordenada

del par R(ξ).

Por un argumento de recurrencia, desde ahora podemos suponer que to-

do elemento (a j ,b j ,c j ) en el conjunto de exponentes monomiales ξ de la for-

ma 3.14 satisface que b j > 0.

□
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Entonces, considerando un conjunto ξ de la forma descrita 3.14, en vir-

tud del Hecho 8 se tiene que cada elemento de la forma (a j ,b j ,c j ) satisface

que c j > 0 y b j > 0, luego por minimalidad del conjunto ξ se tiene que a j < 0.

Entonces R(ξ) =

a jN︸︷︷︸
<0

, b jM︸︷︷︸
>0

. Recordemos que nuestro objetivo es demostrar

que la iteración del L−algoritmo de Nash genera un conjunto de exponentes

monomiales ξ′ tal que R(ξ′) = (0,0).

Notemos que iteraciones del L−algoritmo de Nash mantienen la L−elección

canónica ∆ hasta que se presente el caso C1 o bien el caso C2 definidos an-

teriormente, el caso C3 ya no ocurrirá, pues cada elemento (a j ,b j ,c j ) ∈ ξ sa-

tisface que b j > 0. Además la Observación 12 indica que nunca generaremos

un elemento (a′
j ,b′

j ,c ′j ) con c ′j > 0 y b′
j < 0.

El efecto de las iteraciones del L−algoritmo de Nash sobre los valores a jN

y b jM , es conocido por la Observación 11, en efecto, después de k iteraciones

se tiene que

R
(
ξk

)
=

(
a jN −k,b JM −k

)
Sea k = mı́n{ f1 −1,b j0 + c j0 −1}, estudiaremos el efecto de las transforma-

ciones T1 y T2 sobre los valores a jN y b jM .

Si k = f1 −1, por definición de T1 (ver 3.15), se tiene que el conjunto mo-

nomial ξ f1−1 contiene los elementos (a jN − ( f1 −1),b jN ,c jN ) y (a jM ,b jM − ( f1 −
1),c jM ), quienes definen al par R

(
ξ f1−1

)
=

(
a jN − ( f1 −1),b jM − ( f1 −1)

)
. Note-

mos que:

T1

(
a jM ,b jM − ( f1 −1),c jM

)
=

a jM +|d1|
(
b jM − ( f1 −1)

)
,b jM − ( f1 −1)︸ ︷︷ ︸

<b jM

,c jM



T1

(
a jN − ( f1 −1),b jN ,c jN

)
=

a jN − ( f1 −1)+|d1|b jN︸ ︷︷ ︸
≥0︸ ︷︷ ︸

>a jN −( f1−1)

,b jN ,c jN


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Por lo tanto, se tiene que R
(

T1

(
ξ f1−1

))
está mas cercano a (0,0) en com-

paración de R(ξ).

De forma análoga, si k = b j0+c j0−1, por definición de T2 (ver 3.16), se tie-

ne que el conjunto ξb j0+c j0−1 contiene los elementos (a jN−(b j0+c j0−1),b jN ,c jN )

y (a jM ,b jM − (b j0 + c j0 −1),c jM ), quienes definen al par

R
(
ξb j0+c j0−1

)
=

(
a jN − (b j0 + c j0 −1),b jM − (b j0 + c j0 −1)

)
.

Notemos que:

T2

(
a jM ,b jM − (b j0 + c j0 −1),c jM

)

=

a jM +|a j0 |
(
b jM − (b j0 + c j0 −1)+ c jM

)
,b jM − (b j0 + c j0 −1)︸ ︷︷ ︸

<b jM

,c jM


T2

(
a jN − (b j0 + c j0 −1),b jN ,c jN

)
=

a jN −(b j0 + c j0 −1)+|a j0 |(b jN + c jN )︸ ︷︷ ︸
>0

,b jN ,c jN )

 .

Efectivamente |a j0 |(b jN + c jN ) > (b j0 + c j0 −1) pues

b j0 + c j0 −1 < b j0 + c j0

≤ b j + c j ; para todo j en particular para j = jN

≤ b jN + c jN

≤ |a j0 |︸︷︷︸
≥1

(b jN + c jN )

Esto prueba que R
(

T2

(
ξb j0+c j0−1

))
está mas cercano a (0,0) en

comparación de R(ξ).

Por lo tanto, mediante un argumento de recurrencia, podemos suponer

que R(ξ) = (0,0), lo que significa, por minimalidad de ξ que s debe ser 0. En

otras palabras, ξ tiene solamente al vector e3 con L3−valor distinto de 0. □

OBSERVACIÓN 13. Notemos que al aplicar iteraciones del L−algoritmo de

Nash a un conjunto de exponentes monomiales que tiene un único elemento γ

con L3(γ) ̸= 0, genera un conjunto de exponentes monomiales minimal con 3
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elementos. En efecto, las iteraciones del L−algoritmo de Nash mantienen fijo el

elemento γ y solo realizan modificaciones en Z2 × {0}. Según el Teorema 3.1, la

iteración finita del L−algoritmo de Nash nos proporciona 2 elementos ρ1,ρ2 en

Z2 × {0}. Por lo tanto, la iteración finita del L−algoritmo nos lleva al conjunto

de exponentes monomiales ξ′ = {ρ1,ρ2,γ} cuya cardinalidad es 3. Esto concluye

la demostración del Teorema 3.2.

El diagrama que resume la estrategia para la demostración del teorema

3.2 es el siguiente:
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1.1. Ejemplo. Observemos que los ejemplos 15 y 16 ilustran que la ite-

ración del L−algoritmo de Nash siguiendo las elecciones de L genera un con-

junto de exponentes monomiales con tres elementos para una carta afín de

la modificación de Nash de Xσ. Pero no necesariamente las cartas afines que

se obtienen con la elección de L cubren por completo N Xσ.

El siguiente ejemplo, ilustra la iteración de la modificación de Nash si-

guiendo las elecciones de diferentes transformaciones lineales Li y sus res-

pectivas afín. También se verificará que se cubre completamente N Xσ.

EJEMPLO 17. Consideremos la variedad tórica V
(
w 2 −x y z

)
⊆ C4 corres-

pondiente al ejemplo 15 para p = 1. Entonces el conjunto de exponentes mo-

nomiales asociado a Xσ es:

ξ0 = {(1,0,0)︸ ︷︷ ︸
γ1

, (0,1,0)︸ ︷︷ ︸
γ2

, (1,1,1)︸ ︷︷ ︸
γ3

, (1,1,2)︸ ︷︷ ︸
γ4

}

consideremos la transformación lineal

L1 = (
L1(x, y, z),L2(x, y, z),L3(x, y, z) = x

)
donde L1 y L2 libres, los L3−valores del conjunto ξ0 respecto a L1 son L3(γ1) =
1, L3(γ2) = 0, L3(γ3) = 1 y L3(γ4) = 1, dependiendo de la definición que se de

para L1(x, y, z) y L2(x, y, z), la transformación lineal L1 puede escoger dentro

de tres alternativas en S(ξ0):

Si L1 escoge la terna {γ1,γ2,γ3} y aplicamos el Algoritmo de Nash una

vez, obtenemos el conjunto de exponentes monomiales

ξ1
1 = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)},

definimos el cono suave σ∨
1 = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} cuyo dual es:

σ1 = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

Si L1 escoge la terna {γ1,γ2,γ4}, iterando una vez el Algoritmo de Nash

obtenemos el conjunto de exponentes monomiales

ξ2
1 = {(1,0,1), (0,1,1), (0,0,−1)},

que permite definir el cono suave σ∨
2 = {(1,0,1), (0,1,1), (0,0,−1)} cuyo

dual es

σ2 = {(1,0,0), (0,1,0), (1,1,−1)}
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Si L1 escoge la terna {γ2,γ3,γ4}, iterando una vez el Algoritmo de Nash

obtenemos el conjunto de exponentes monomiales

ξ1
3 == {(1,1,2), (0,1,0), (0,−1,−1)},

definimos el cono suave σ∨
3 = {(1,1,2), (0,1,0), (0,−1,−1)} cuyo dual es

σ3 = {(1,0,0), (1,1,−1), (2,0,−1)}

Por otro lado, con la transformación lineal

L2 = (
L1(x, y, z),L2(x, y, z),L3(x, y, z) = y

)
,

donde L1 y L2 libres, los L3−valores del conjunto ξ0 respecto a L2 son L3(γ1) =
0, L3(γ2) = 1, L3(γ3) = 1 y L3(γ4) = 1, por lo tanto, dependiendo de la defini-

ción de L1(x, y, z) y L2(x, y, z), la transformación lineal L2 puede escoger den-

tro de tres alternativas en S(ξ0):

Las elecciones de las ternas {γ1,γ2,γ3} y {γ1,γ2,γ4} arriban a los conos

suaves σ1 y σ2 respectivamente.

Si L2 escoge la terna {γ1,γ3,γ4}, la iteración del Algoritmo de Nash nos

conduce al conjunto de exponentes monomiales

ξ1
4 = {(1,0,0), (1,1,2), (−1,0,−1)}

que permite definir el cono suave σ∨
4 = {(1,0,0), (1,1,2), (−1,0,−1)} cuyo

dual es

σ4 = {(0,1,0), (1,1,−1), (0,2,−1)}

Finalmente, las elecciones de las transformaciones lineales L1 y L2 permi-

ten generar un abanico suave Σ que consiste en los conos σ1, σ2, σ3 y σ4 y

todas sus caras. Además Σ es un refinamiento de σ. De esta manera, el morfis-

mo tórico φ : Xσ→ XΣ es una resolución de las singularidades de Xσ.
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FIGURA 5. Cartas afín de la modificación de Nash para Xσ

OBSERVACIÓN 14. Las dos transformaciones lineales utilizadas L1 y L2 co-

rresponden a la ecuación del plano cuyo vector normal es e1 y e2 respectiva-

mente. La primera transformación lineal con L3(x, y, z) = x y haciendo variar

las transformaciones lineales L2 y L1 se generaron los conos σ1, σ2 y σ3 los

cuales se pegan en el rayo generado por e1 como se observa el la figura 5. De

forma analoga, L2 generó los conos σ1, σ3 y σ4 los cuales se pegan en el rayo

generado por e2.
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2. L−Transformaciones lineales con pendientes irracionales para n = 2

Dado un conjunto minimal de exponentes monomiales esencial

ξ0 = {γ1, · · · ,γr } ⊂Z2

de alguna superficie tórica Xσ. Fijemos las transformaciones lineales

L= (L1(x, y) = a1x +b1 y , L2(x, y) = a2x +b2 y)

con coeficientes enteros y mcd(ai ,bi ) = 1 para i = 1,2 tal que Li

(
ξ0 |Zi×{0}2−i

)
≥

0 para i = 1,2, sabemos que la L−elección siguiendo el algoritmo de Nash es-

coge una carta afín de la modificación de Nash de Xσ, pero no es claro que

las cartas afines que se obtienen con la L−elección cubran la variedad.

DEFINICIÓN 3.2. Llamaremos camino esencial y lo denotamos por PL
j a la

cadena de conjuntos monomiales esencial que se obtienen iterando el L−algoritmo

de Nash hasta la iteración j .

PL
j : ξ0 → ξ1 → ξ2 →···→ ξ j ,

en particular, si ξ0 ⊂ Zn y la cardinalidad del conjunto ξ j es n, diremos que

PL
j es un camino esencial liso.

EJEMPLO 18. En el ejemplo 12, las funciones lineales

L= (
L1(x, y, z) = x,L2(x, y, z) = y,L3(x, y, z) = z

)
generan el siguiente camino esencial liso

PL
2 : ξ0 → ξ1 → ξ2

donde

ξ0 = {(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1), (2,2,3)}

ξ1 = {(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1), (1,2,3), (2,1,3), (1,1,2)}

ξ2 = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

DEFINICIÓN 3.3. Diremos que las funciones L1 =
(
L1

1,L1
2, · · · ,L1

n

)
y L2 =(

L2
1,L2

2, · · · ,L2
n

)
son uniconductales para el conjunto ξ0 si definen el mismo ca-

mino esencial. Es decir P j
L1 =P j

L2
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OBSERVACIÓN 15. Desde [3] sabemos que un cono 2−dimensional σ⊆ NR ≈
R2 fuertemente convexo se puede expresar como σ = cone(e1,de1 −ke2) para

alguna base e1, e2 con 0 ≤ k < d, mcd(d ,k) = 1.

Consideremos una variedad tórica singular Xσ donde σ := cone{(e2,de1−
ke2)} esta en forma normal y ξ0 el conjunto de exponentes monomiales esen-

cial para Xσ, se puede determinar la resolución minimal π : X∑ → Xσ, don-

de
∑

es el refinamiento suave de σ dado por las fracciones continuas de

Hirzebruch-Jung para
d

k
, este método entrega una cantidad finita de conos

suaves σi en
∑

cuya unión es σ.

Se propone cubrir cada uno del conos σi en el refinamiento
∑

con una

cantidad finita de cartas afín generadas por la iteración de algoritmo de Nash

siguiendo las elecciones de una cantidad finita de transformación lineal Li

con pendientes dentro del intervalo
]−∞,0

]∪[
d

k
,+∞

[
, ya que se debe satis-

facer la condición Li (ξ) ≥ 0.

Comenzando a cubrir las cartas afín de la superficie lisa XΣ desde el cono

σ1 = cone((1,0), (0,1)), en primer lugar iteramos el algoritmo con el conjunto

de exponentes monomiales ξ0 siguiendo las elecciones de

L1 = (
L1(x, y),L2(x, y) = x

)
,

note que L1(x, y) no está fijada, de esta manera en un número finito de ite-

raciones obtendremos 2 cartas afín lisas para Σ, la primera cubre completa-

mente σ1 y la segunda cubre una parte de σ2 adyacente a σ1 digamos σ2,1 =
cone((1,0), (p,−q)), Luego volvemos a iterar el algoritmo al conjunto de ex-

ponentes monomiales ξ0 siguiendo una nueva transformación lineal L2 =(
L1(x, y),L2(x, y) = px −q y

)
, esta nueva iteración nos entrega otras 2 cartas

afín lisas la primera ya fue determinada con L1 y la segunda es cubre una

nueva parte de Σ adyacente al cono σ2,1. Es natural preguntarnos si este pro-

cedimiento en una cantidad finita de pasos cubre completamente el refina-

miento suave Σ.

Si la propuesta es cierta, entonces este procedimiento construye un aba-

nico
∑′ que es un refinamiento suave de

∑
y en particular también lo es de
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σ. En consecuencia, la iteración del L−algoritmo de Nash entrega otra reso-

lución de singularidades N : X∑′ → Xσ ya que existe el morfismo f : X∑′ → X∑
que hace conmutar el diagrama:

X∑′ - X∑f

π
N

HHH
HHj

?

X

es decir, N =π◦ f .

El siguiente ejemplo ilustra la propuesta descrita:

EJEMPLO 19. [Variedad tórica con punto doble racional de tipo A4]

Consideremos la superficie tórica Xσ, donde σ= cone(e2,5e1 −4e2) en for-

ma normal que puede ser identificada con la variedad V (z5 − x y) ⊆ C3, note-

mos que el origen es el único punto singular.

FIGURA 6. σ= cone(e2,5e1 −4e2)
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Primero hallamos una resolución de las singularidades de la variedad tó-

rica Xσ, mediante fracciones continuas de Hirzebruch-Jung para 5/4.

5

4
= 2− 1

2− 1

2− 1

2

=∥ 2,2,2,2 ∥

v5v5v5 v4v4v4 v3v3v3 v2v2v2 v1v1v1 v0v0v0

5 4 3 2 1 0

−4 −3 −2 −1 0 1

222 222 222 222

Así obtenemos un refinamiento suave
∑

de σ que consiste en los conos σi =
(vi−1, vi ) para 1 ≤ i ≤ 5 y todas sus caras. El morfismo π : X∑ → Xσ es una

resolución de las singularidades de Xσ.

FIGURA 7. Refinamiento suave de σ

Además, corresponde a la resolución minimal de las singularidades de Xσ.

Por otro lado, mediante la iteración del L−algoritmo de Nash al conjunto

de exponentes monomiales esencial ξ0
1 = {(1,0), (1,1), (4,5))} para Xσ, cubrire-

mos con cartas afín la superficie suave X∑.

Con el vector v1 dado por la resolución minimal, construimos la primera

transformación lineal L1 = (
L1(x, y),L2(x, y) = x

)
. Aplicando el L−algoritmo a
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ξ0
1 siguiendo L1 y variando L1(x, y), obtenemos los siguientes caminos esencia-

les lisos:
↗ ξ4

1

L1 : ξ0
1 → ξ1

1 → ξ2
1 → ξ3

1

↘ ξ4
2

donde

ξ0
1 = {(1,0), (1,1), (4,5)}

ξ1
1 = {(1,0), (1,1), (3,5), (3,4)}

ξ2
1 = {(1,0), (1,1), (2,5), (2,4), (2,3)}

ξ3
1 = {(1,0), (1,1), (1,5), (1,4), (1,3), (1,2)}

ξ4
1 = {(1,0), (0,1)}

ξ4
2 = {(1,5), (0,−1)}

Los conjuntos ξ4
1 y ξ4

2 respectivamente generan en el espacio dual las cartas li-

sas afín σ1 = cone{(1,0), (0,1)} y σ2,1 = cone{(1,0), (5,−1)} que cubre σ1 y parte

de σ2 de XΣ, tal y como se ilustra la imagen 8.

FIGURA 8. Cartas afín para XΣ siguiendo las elecciones de L1.

La carta lisa afín σ2,1 = cone{(1,0), (5,−1)} nos permite construir una se-

gunda transformación lineal L2 = (
L1(x, y),L2(x, y) = 5x − y

)
.
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Aplicando el L−algoritmo al conjunto ξ0
1 siguiendo L2 y variando L1, ob-

tenemos los siguientes caminos esenciales lisos:

↗ ξ3
1 → ξ4

2

L2 : ξ0
1 → ξ1

1 → ξ2
1

↘ ξ3
2 → ξ4

3

donde

ξ0
1, ξ1

1, ξ2
1, ξ3

1 y ξ4
2 como antes

ξ3
2 = {(−1,−5), (1,3), (0,−1)}

ξ4
3 = {(−1,−5), (1,4)}

Los conjuntos ξ4
2 y ξ4

3 generan en el espacio dual, las cartas lisas afín σ2,1 =
cone{(1,0), (5,−1)} y σ2,2 = cone{(5,−1), (4,−1)} de XΣ

FIGURA 9. Cartas afín para XΣ siguiendo las elecciones de L1 y L2

La carta lisa afín σ2,1 se obtuvo siguiendo las elecciones de L1 y L2, lo que

nos asegura el pegado de las cartas afín en XΣ.
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Siguiendo este proceso, obtenemos el siguiente diagrama de caminos esen-

ciales para los estallidos de Xσ:

FIGURA 10. Diagrama de todos los caminos esenciales dados

por Li donde 1 ≤ i ≤ 13

donde las transformaciones lineales son:

L1 = (
L1(x, y),L2(x, y) = x

)
L2 = (

L1(x, y),L2(x, y) = 5x − y
)

L3 = (
L1(x, y),L2(x, y) = 4x − y

)
L4 = (

L1(x, y),L2(x, y) = 3x − y
)

L5 = (
L1(x, y),L2(x, y) = 5x −2y

)
L6 = (

L1(x, y),L2(x, y) = 2x − y
)

L7 = (
L1(x, y),L2(x, y) = 5x −3y

)
L8 = (

L1(x, y),L2(x, y) = 3x −2y
)

L9 = (
L1(x, y),L2(x, y) = 10x −7y

)
L10 = (

L1(x, y),L2(x, y) = 7x −5y
)

L11 = (
L1(x, y),L2(x, y) = 11x −8y

)
L12 = (

L1(x, y),L2(x, y) = 15x −11y
)

L13 = (
L1(x, y),L2(x, y) = 4x −3y

)
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y los conjuntos de exponentes monomiales son:

ξ0
1 = {(1,0), (1,1), (4,5)}

ξ1
1 = {(1,0), (1,1), (3,5), (3,4)}

ξ1
2 = {(1,1), (4,5), (0,−1), (−3,−5)}

ξ2
1 = {(1,0), (1,1), (2,5), (2,4), (2,3)}

ξ2
2 = {(1,1), (3,5), (−2,−5), (2,3), (0,−1)}

ξ2
3 = {(1,1), (−3,−5), (7,10), (−1,−2), (3,4)}

ξ2
4 = {(1,1), (4,5), (−1,−2), (−4,−6), (−7,−10)}

ξ3
1 = {(1,0), (1,1), (1,5), (1,4), (1,3), (1,2)}

ξ3
2 = {(−1,−5), (1,3), (0,−1)}

ξ3
3 = {(2,5), (−1,−3)}

ξ3
4 = {(−2,−5), (1,2)}

ξ3
5 = {(3,5), (−1,−2)}

ξ3
6 = {(−3,−5), (2,3)}

ξ3
7 = {(7,10), (−2,−3)}

ξ3
8 = {(−7,−10), (5,7)}

ξ3
9 = {(11,15), (−8,−11)}

ξ3
10 = {(−11,−15), (3,4)}

ξ4
1 = {(1,0), (0,1)}

ξ4
2 = {(1,5), (0,−1)}

ξ4
3 = {(−1,−5), (1,4)}

ξ4
4 = {(1,3), (−1,−4)}

ξ4
5 = {(−5,−7), (8,11)}

ξ4
6 = {(11,15), (−8,−11)}

ξ4
7 = {(−11,−15), (3,4)}

ξ4
8 = {(4,5), (−3,−4)}
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Finalmente, la variedad XΣ queda cubierta por 14 cartas afines como mues-

tra la figura

FIGURA 11. Cartas afín para XΣ

De esta manera se ha construido un abanico
∑′ que es un refinamiento de∑

y en particular también lo es de σ.

Por lo tanto, la iteración del L−algoritmo de Nash entregó otra resolución

de singularidades N : X∑′ → Xσ.
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Además tenemos la existencia del morfismo f : X∑′ → X∑ que hace conmu-

tar el diagrama:

X∑′ - X∑f

π
N

HHHHHj
?

X

es decir, N =π◦ f .

OBSERVACIÓN 16. Es posible dividir el problemas en dos grandes partes:

1. Aproximación del L−algoritmo de Nash con transformaciones lineales

pendiente irracional, a través de la iteración del L−algoritmo de Nash

utilizando transformaciones lineales con pendiente racional.

2. Cotas locales para el L−algoritmo de Nash utilizando transformacio-

nes lineales con pendiente racional.

Resolver estas dos partes solucionan el problema del estallido de Nash para

superficies tóricas.

LEMA 3.8. Sean ξ0
1 ⊂Z×Z un conjunto de exponentes monomiales esencial

de alguna superficie tórica y P j : ξ0
1 → ξ1

i1
→ ξ2

i2
→ ··· → ξ

j
i j

un camino esen-

cial generado hasta la j−ésima iteración del L−algoritmo de Nash siguiendo

una transformación lineal L con pendiente irracional q. Entonces existe un in-

tervalo ]α j ,β j [ ⊂ R que contiene a q donde cada transformación lineal T con

pendiente m ∈ ]α j ,β j [ recorre P j .

DEMOSTRACIÓN. Sean ξ0
1 = {γ1,γ2,γ3, · · · ,γr } ⊂ Z2 un conjunto de expo-

nentes monomiales esencial de alguna supericie tórica y L(x, y) 7→ ax + by

una transformación lineal con pendiente irracional q tal que L(ξ0
1) ≥ 0.

Como ξ0
1 ⊂Z2 y la pendiente de L es irracional, entonces existe un orden

estrictamente creciente en los L−valores del conjunto ξ0
1, pues en caso con-

trario se contradice el hecho que q ∈QC . Sin perder generalidad supongamos

que:

0 < L(γ1) < L(γ2) < ·· · < L(γr ′) (3.18)
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donde det (γ1 γ2) ̸= 0, L(γ1) < L(γk ) para todo γk ∈ ξ1
0 y L(γ2) < L(γk ) para to-

do γk ∈ ξ0
1 tal que det (γ1 γk ) ̸= 0. Entonces la elección de L para la primera

iteración del algoritmo de Nash es γ1 y γ2.

FIGURA 12. Representación del conjunto ξ

Por otro lado, definimos la función distancia d , entre la recta L : {(x, y)| ax+
by = 0} ∈P1(k) (plano proyectivo), y el punto γ := (γ1,γ2) ∈Z2 como:

d : P1(k)×Z2 →R; (L,γ) 7→ d(L,γ) := |aγ1 +bγ2|p
a2 +b2

Notemos que para cada 1 ≤ i ≤ r , la recta Li paralela a L que pasa por

el punto γi , tiene ecuación ax +by = L(γi ), donde L(γi ) es el L−valor de γi ,

entonces tenemos una secuencia de rectas L1, L2, · · · ,Lk paralelas a L que

inducen el orden estricto:

0 < d(L,γ1) < d(L,γ2) < ·· · < d(L,γr ′) (3.19)

donde det (γ1 γ2) ̸= 0, L(γ1) < L(γk ) para todo γk ∈ ξ1
0 y L(γ2) < L(γk ) para to-

do γk ∈ ξ0
1 tal que det (γ1 γk ) ̸= 0.
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FIGURA 13. Representación de las rectas paralelas a L que pa-

san por los elementos de ξ.

Como d es una función continua, entonces por [23, pág 118] para cada

par (L,γ) ∈ P1(k)×R2 y entorno V ∈ R, existe un entorno U ⊂ P1(k)×R2 de

(L,γ) tal que d(U ) ⊂ V . Es decir, existe ϵ1 > 0 donde cada transformación li-

neal T con pendiente m ∈ ]α1,β1[ = ]q−ϵ1, q+ϵ1[ respeta el orden establecido

en la desigualdad 3.19, y en consecuencia también mantiene la desigualdad

3.18, Por lo tanto cada transformación lineal T con pendiente m ∈ ]α1,β1[

hace la misma elección que L al aplicar la primera iteración del algoritmo de

Nash, Es decir cada T recorre el camino P1 : ξ0
1 → ξ1

i1
.

Por recurrencia, existe ϵ j ∈ ]0,ϵ j−1[ ⊂ ·· · ⊂ ]0,ϵ1[ de modo que cada trans-

formación lineal T con pendiente m ∈ ]α j ,β j [ = ]q −ϵ j , q +ϵ j [ realiza las mis-

mas elecciones que L hasta la j−ésima iteración del algoritmo. Entonces el

camino esencial P j : ξ0
1 → ξ1

i1
→ ξ2

i2
→···→ ξ

j
i j

generado por L hasta la j−ésima

iteración, también es recorrido por cada transformación lineal T con pen-

diente m ∈ ]α j ,β j [. □
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PROPOSICIÓN 3.1. Sean ξ0
1 ⊂Z×Z un conjunto de exponentes monomia-

les esencial de alguna superficie tórica y P j
L : ξ0

1 → ξ1
i1
→ ξ2

i2
→···→ ξ

j
i j

un ca-

mino esencial generado hasta la j−ésima iteración del L−algoritmo de Nash

siguiendo una transformación lineal L con pendiente irracional q. Entonces

existe un intervalo uniconductal ]α j ,β j [ ⊂ R que contiene a q donde cada

transformación lineal T con pendiente m ∈ ]α j ,β j [ recorre el camino esencial

P j
L .

DEMOSTRACIÓN. Se sabe que entre dos números reales cualquiera, siem-

pre existe un número racional, entonces por Lema 3.8 existe un intervalos

]α j ,β j [ ∈R que contiene a q donde cada transformación lineal con pendiente

m ∈ ]α j ,β j [ recorre P j , entonces basta considerar las transformaciones linea-

les R1 y R2 con pendiente racional m1 ∈ ]α j , q[ y m2 ∈ ]q,β j [ respectivamente.

FIGURA 14. Representación de las rectas con pendientes racio-

nales R1 y R2.

□

Notemos que esto demuestra la primera parte de la observación 16, en

efecto, dado un conjunto minimal de exponentes monomiales ξ0
1 ⊂ Z×Z de

alguna superficie tórica Xσ y el camino esencial

P j
L : ξ0

1 → ξ1
i1
→ ξ2

i2
→···→ ξ

j
i j

generado por j iteraciones del algoritmo siguiendo una tranformación lineal

L con pendiente irracional q tal que L(ξ) ≥ 0. El teorema 3.1 afirma la exis-

tencia de un intervalo I = ]α j ,β j [ donde cada transformación lineal con pen-

diente m ∈ I recorre P j
L . Además por teorema 3.1 para cada transformación
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lineal racional R con pendiente en I existe κR ∈ Z de modo que después de

κR iteraciones P j
R es liso.

Si κR ≤ j , para alguna transformación lineal R con pendiente en ]α j ,β j [,

entonces P j es una camino liso, es decir #ξ j
i j
= 2.

Si κR > j para toda transformación lineal racional R con pendiente en

]α j ,β j [, entonces podemos iterar el algoritmo κR veces siguiendo las

elecciones de L, el camino esencial queda:

PκR : ξ0
1 → ξ1

i1
→ ξ2

i2
→···→ ξ

j
i j
→···→ ξ

κR
iκR

Finalmente el intervalo uniconductal es ]ακR ,βκR [, que no necesa-

riamente contiene la pendiente de R.

FIGURA 15. Representación Poblemática

Por lo tanto, para resolver el problema de Nash para superficies tóricas

solo falta hallar cotas locales de L-algoritmos de pendiente racional.
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