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Dados n ≥ 1 y d ≥ 3 enteros, consideremos lo siguiente

▶ V un espacio vectorial sobre C de dimensión n + 2 con una
base fija β = {e0, e1, . . . , en+1}.

▶ Pn+1 = P(V ) el espacio proyectivo correspondiente.

▶ β∗ = {x0, x1, . . . , xn+1} la base dual de V , entonces
{xi1 · · · xid : 0 ≤ i1 ≤ · · · ≤ id ≤ n+ 1} es una base del espacio
vectorial de formas Sd(V ∗) de grado d .



Sea F ∈ Sd(V ∗) una forma, entonces denotamos a

▶ X = V (F ) ⊆ Pn+1 como la hipersuperficie suave
correspondiente de dimensión n y grado d .

▶ Aut(X ) el grupo de automorfismos regulares de X .

▶ Lin(X ) el subgrupo de Aut(X ) que extienden a los
automorfismos de Pn+1.

Observe que Aut(Pn+1) ∼= PGL(V ),
entonces

Lin(X ) = {φ ∈ PGL(V ) : φ(X ) = X}.



Sea F ∈ Sd(V ∗) una forma, entonces denotamos a

▶ X = V (F ) ⊆ Pn+1 como la hipersuperficie suave
correspondiente de dimensión n y grado d .
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Teorema (1 y 2 - Matsumura y Monsky )

Sean X y X ′ hipersuperficies suaves de dimensión n ≥ 1 y d ≥ 3
en el espacio proyectivo Pn+1 y sea τ : X → X ′ un isomorfismo. Si
(n, d) ̸= (1, 3), (2, 4), entonces τ es la restricción del automorfismo
lineal Pn+1 → Pn+1 en PGL(V ). En particular, cada automorfismo
de X es lineal. Más aún, Aut(X ) es un grupo finito.



Supongamos que (n, d) ̸= (1, 3), (2, 4), entonces

Aut(X ) ={φ ∈ PGL(V ) : φ̃∗(F ) = λF , λ ∈ C− {0},
φ̃ ∈ GL(V ) tal que π(φ̃) = φ}

donde φ̃∗ : Sd(V ∗) → Sd(V ∗) es un automorfismo inducido por
φ̃ ∈ GL(V ) y está definido por φ̃∗(F ) = F ◦ φ̃.

Consideremos los automorfismos de orden finito q, aśı φ̃q = IV .
Por ende, φ̃∗(F ) = ξaF .

Luego,

φ̃∗ = diag(ξσ0 , ξσ1 , . . . , ξσn+1).



Supongamos que (n, d) ̸= (1, 3), (2, 4), entonces

Aut(X ) ={φ ∈ PGL(V ) : φ̃∗(F ) = λF , λ ∈ C− {0},
φ̃ ∈ GL(V ) tal que π(φ̃) = φ}

donde φ̃∗ : Sd(V ∗) → Sd(V ∗) es un automorfismo inducido por
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Proposición (2.2 [GAL13])

Sean n ≥ 2 y d ≥ 3 enteros tales que (n, d) ̸= (2, 4). Un número
primo p es el orden de un automorfismo de una hipersuperficie
suave de dimensión n y grado d si y sólo si se cumple una de las
siguientes afirmaciones

(i) d es divisible por p.

(ii) d − 1 es divisible por p.

(ii) Existe ℓ ∈ {1, 2, . . . , n + 2} tal que

(1− d)ℓ ≡ 1 mod p.



Corolario (2.4, [GAL13])

Sean n ≥ 2 y d ≥ 3 enteros, con (n, d) ̸= (2, 4). Un número primo
p es el orden de un automorfismo de una hipersuperficie suave de
dimensión n y grado d, entonces p < (d − 1)n+1.



Definición

▶ Sea G un subgrupo de PGL(V ). Un subgrupo G̃ ⊂ GL(V ) es
un lifting de G, si π|G̃ : G̃ → G es un isomorfismo.

En este
caso diremos que G es liftable, si G admite un lifting.

▶ Diremos que φ ∈ PGL(V ) es liftable, si ⟨φ⟩ es liftable.

Observación

Sea φ ∈ PGL(V ). Llamaremos a φ̃ el lifting de φ, si φ̃ es un
elemento de GL(V ) que tiene el mismo orden que φ y tal que
π(φ̃) = φ.
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Ejemplos
Sea X una hipersuperficie suave definida por

F = x40x1 + x41x2 + x42x3 + x43x0 + x54 .

Sea G ⊂ Aut(X ) generado por [φ̃1] y [φ̃2], donde
φ̃1 = diag(ξ3, ξ

2
3 , ξ3, ξ

2
3 , 1) y φ̃2 = diag(ξ17, ξ

−4
17 , ξ

16
17 , ξ

4
17, 1).

Entonces:

φ̃∗
1(F ) =(ξ3x0)

4(ξ23x1) + (ξ23x1)
4(ξ3x2) + (ξ3x2)

4(ξ23x3)

+ (ξ23x3)
4(ξ3x0) + x54

=x40x1 + x41x2 + x42x3 + x43x0 + x54

y

φ̃∗
2(F ) =(ξ17x0)

4(ξ−4
17 x1) + (ξ−4

17 x1)
4(ξ1617x2) + (ξ1617x2)

4(ξ417x3)

+ (ξ417x3)
4(ξ17x0) + x54

=x40x1 + x41x2 + x42x3 + x43x0 + x54
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Ejemplos
Sea X una hipersuperficie suave definida por

F = x40x1 + x41x2 + x42x3 + x43x4 + x44x0.
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

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 0 0 0 0


y φ̃2 =



1 0 0 0 0

0 ξ5 0 0 0

0 0 ξ25 0 0

0 0 0 ξ35 0

0 0 0 0 ξ45


.
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Teorema (3.2, [WY19])

Sea X una hipersuperficie suave de dimensión 3 y grado 3.
Entonces, G ⊂ Aut(X ) si y sólo si G es isomorfo a un subgrupo de
uno de los siguientes 6 grupos:

C 4
3 ⋊ S5, ((C 2

3 ⋊ C3)⋊ C4)× S3, C24, C16,

PSL(2, 11), S5 × C3.



Teorema (2.2, [OY15])

Sea X una hipersuperficie suave de dimensión 3 y grado 5.
Entonces, G ⊂ Aut(X ) si y sólo si G es isomorfo a un subgrupo de
uno de los siguientes 22 grupos:

C 4
5 ⋊ S5, C4 × (C 3

5 ⋊ S3), (C 2
5 × C 2

4 )⋊ C2,C16 × (C 2
5 ⋊ C2),

S3 × (C 3
5 ⋊ S3), C5 × C16 × C4, C64 × C5, C 2

5 × C4 × S3,

(C 2
5 ⋊ C2)× (C13 ⋊ C3), C16×(C5 × S3), C256,

C4 × C5 × (C13 ⋊ C3), C5 × (C51⋊C4), (C 2
5 × C 2

3 )⋊ D8,

C205 ⋊ C5, C5 × S3 × (C13 ⋊ C3),

C5 × ((SL(2, 3)× C2)⋊ C2), SL(2, 3)⋊ C4, C5 × (C3 ⋊ Q8),

C5 × D24, C5 × S5, G32 × C2
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Teorema (3.5, [GALM21])

Sea n ≥ 1 y d ≥ 3 con (n, d) ̸= (1, 3), (2, 4). Entonces el grupo de
automorfismos de cada hipersuperficie suave de dimensión n y
grado d en P(V ) es F -liftable si, y solo si, d y n + 2 son
relativamente primos.



Problema de tesis secundario

Sean n y d otros valores pequeños, tales que gcd(d , n + 2) = 1.

▶ ¿Será posible calcular expĺıcitamente el grupo de
automorfismos de hipersuperficies suaves de dimensión n y
grado d?

▶ Como primer paso, queremos calcular el grupo de
automorfismos de hipersuperficies suaves de dimensión 3 y
grado 4.
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Espacio Proyectivo con peso



Definición (Pesos y su acción inducida)

Sea a = (a0, . . . , an+1) ∈ Zn+2
>0 , y definamos la acción

correspondiente de Gm en An+2 − {0}:

α : Gm × (An+2 − {0}) → An+2 − {0}
(λ, (x0, . . . , xn+1)) 7→ (λa0x0, . . . , λ

an+1xn+1)

Definición

Si gcd(a0, · · · , âi · · · , an+1) = 1, para todo 0 ≤ i ≤ n+1. Diremos
que el peso a = (a0, . . . , an+1) ∈ Zn+2

>0 está bien-formado,
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Definición

El espacio proyectivo con peso P(a) es llamado bien-formado si el
peso a es bien-formado.
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Definición

El anillo de polinomios en n + 2 variables con peso a es

ka[x0, . . . , xn+1] con wt(xi ) = ai .



Definición

Sea f ∈ k[x0, . . . , xn+1], donde wt(xi ) = ai para algún peso
a = (a0, . . . , an+1). Diremos que f es
homogéneo con peso a y de grado d, si cada monomio de f es
de grado d,

es decir

f =
m∑
i=0

ci

n+1∏
j=0

x
d
(i)
j

j

 ,

donde ci ∈ k y m ∈ N, ∀ i ∈ {0, 1, . . . , n + 1},

n+1∑
j=0

ajd
(i)
j = d .
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Definición (Ideal homogéneo con peso)

Diremos que el ideal I ◁ ka[x0, . . . , xn+1] es
homogéneo con peso a, si es generado por elementos
homogéneos con peso a.

Definición (Variedad Proyectiva con peso)

Sea I ◁ ka[x0, . . . , xn+1] un ideal homogéneo con peso. Se define
la variedad proyectiva con peso asociada a I como

V (I ) = {p ∈ P(a) : f (p) = 0, ∀f ∈ I}.
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Definición

Sea V ⊂ P(a). Se define el ideal asociado a V como

I(V ) = {f ∈ ka[x0, . . . , xn+1] : f (p) = 0, ∀ p ∈ V y

f es homogneo con peso a}.

Definición (Cono Af́ın)

Sea X = V (f ) ⊂ P(a) una hipersuperficie. El Cono af́ın CX de X
está definido como

CX = {x ∈ An+2 : f (x) = 0}

Si CX − {0} es suave, diremos que X es casi-suave
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Tenemos la generalización del teorema de Matsumura y Monsky:

Teorema (2.1 y 3.1, [Ess23])

Sean X ⊂ P(a) y X ′ ⊂ P(a′) hipersuperficies casi-suaves
bien-formadas de grado d y d ′, respectivamente. Supongamos que
X no es un cono lineal y sea τ : X → X ′ un isomorfismo.

(i) Si n ≥ 3, o n = 2 y a0 + a1 + a2 + a3 ̸= d, entonces d = d ′,
a = a′ bajo reordenamiento y τ es la restricción de un
automorfismo de P(a). En particular, Aut(X ) = Lin(X ).

(ii) El grupo Lin(X ) es finito si y sólo si d > 2 mx(a), o
d = 2 mx(a) y el máximo es alcanzado solo en un ai .
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Problema principal de tesis

▶ Generalizar los resultados presentados sobre el grupo de
automorpismos de hipersuperficies suaves del espacio
proyectivo a hipersuperficies casi-suaves del espacio proyectivo
con pesos.

▶ Como primer paso, queremos generalizar el resultado para el
orden de un automorfismo de una hipersuperficie suave en un
espacio proyectivo al caso del espacio proyectivo con pesos.
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En particular, tenemos como primera tarea de la tesis, demostrar la
siguiente conjetura

Conjetura

Sean n, d, p enteros positivos, con p primo, y sea a ∈ Zn+2
>0 . Si p

es el orden de un automorfismo F-liftable de una hipersuperficie
casi-suave de Pn+2

a , entonces se cumple una de las siguientes
afirmaciones:

(i) d es divisible por aip, para algún i ∈ {0, 1, . . . , n + 1}.
(ii) d − aj es divisible por aip, para algún i , j ∈ {0, 1, . . . , n + 1}

con i ̸= j .

(iii) Existe I ⊂ {0, 1, . . . , n + 1} tal que∏
i∈I

(d − ai ) ≡ (−1)|I |
∏
i∈I

ai mod p.
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Proposición (2.2, [GAL13])

Sean n ≥ 2 y d ≥ 3 enteros tales que (n, d) ̸= (2, 4). Un número
primo p es el orden de un automorfismo de una hipersuperficie
suave de dimensión n y grado d si y sólo si se cumple una de las
siguientes afirmaciones

(i) d es divisible por p.

(ii) d − 1 es divisible por p.

(ii) Existe ℓ ∈ {1, 2, . . . , n + 2} tal que

(1− d)ℓ ≡ 1 mod p.
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