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1
Poliedro de Newton

Sea f ∈ C{x1, x2, . . . , xn+1} con notación multi-índice.

f =
∑

m∈Zn+1
≥0

amxm

Ejemplo
Sea f = x5 + y6 + z5 + y3z2. En tal notación f se escribe:

f = x(5,0,0) + x(0,6,0) + x(0,0,5) + x(0,3,2)
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Poliedro de Newton

Considere f = x(5,0,0) + x(0,6,0) + x(0,0,5) + x(0,3,2).

Γ+(f)
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Condición de No-degeneración

El polinomio f es llamado Newton no-degenerado si para cada cara
compacta γ, las derivadas parciales ∂1fγ , . . . , ∂n+1fγ no tienen un cero
común en (C \ {0})n+1.
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Deformación degenerada

Una deformación degenerada de f es

Fs(x, y, z) = x5 + y6 + z5 + y3z2 + 2sx2y2z + s2x4y

= x5 + y6 + z5 + y(y2z2 + sx2)2

Conocido como el ejemplo de Altman por ser µ−constante.

µ(Fs) = µ(f) = 68
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Deformación degenerada

En efecto, para Fs = x5 + y6 + z5 + y(y2z2 + sx2)2 se tiene:
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Tipo Topológico

Los gérmenes de hipersuperficies (V1, p1) ⊂ (Cn+1, p1),
(V2, p2) ⊂ (Cn+1, p2) tienen el mismo tipo topológico si existe un ho-
meomorfismo ξ : (Cn+1, p1) → (Cn+1, p2) tal que ξ(V1) = V2.

Una deformación W de una hipersuperficie V se dice Topológicamente
trivial si tiene el mismo tipo topológico que V .
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Conjetura de Lê-Ramanujam

Teorema (Lê, Ramanujam 76’)
Sea W es una deformación de una hipersuperficie V ⊂ Cn+1. Cuando
n ̸= 2 se tiene que si W es una deformación µ-constante si y sólo si
W es topológicamente trivial.

Ellos conjeturan que el teorema es cierto para el caso n = 2.
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Resolución simultánea (Caso No-degenerado)

Proposición
Sea W una deformación de V dada por F . Si W admite un resolución
simultánea incrustada entonces:
(1) La deformación W es topológicamente trivial.
(2) La deformación W es µ−constante.

Teorema (Leyton,Mourtada,Spivakovsky 22’)
Si W es una deformación Newton no-degenerada. La deformación W
es µ-constante si y sólo si W admite una resolución simultánea
incrustada.
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Problema 1

Pregunta
Sea W una deformación Newton degenerada y µ-constante. ¿W
admite resolución simultánea incrustada?
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Resolución Tórica

A partir del poliedro de Newton Γ+(f) es posible definir un abanico
Γ∗(f) subdivisión del cono estándar ∆.

Por ejemplo, para f = x(3,0) + x(1,2) + x(0,4) = x3 + xy2 + y4
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Poliedro y Estallido de Newton

Considere los vectores normales a las caras de Γ+(f)

Γ+(f)

Γ∗(f)
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Poliedro y Estallido de Newton

Considere los vectores normales a las caras de Γ+(f)

Γ+(f) Γ∗(f)
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Ejemplo

Para Γ+(Fs) se tiene:
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Subdivisión Regular y morfismo tórico

| Resolución simultánea de deformaciones degeneradas µ-constantes



14

Transformadas total y estricta de Fs

Bajo el morfismo (y1, y2, y3) 7→ (y5
1y2, y4

1y2, y6
1y2y3) se tiene que:

Fs = x5 + y6 + z5 + y(y2z2 + sx2)2

= y24
1 y5

2(y1 + y2 + y6
1y5

3 + (s + y3)2)

Note que la transformada estricta descrita por

gs = y1 + y2 + y6
1y5

3 + (s + y3)2 = 0

es no singular pues ∂y2gs = 1
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Newton degenerado y no-degenerado

En la deformación Fs = x5+y6+z5+(y3z2+2sx2y2z+s2x4y) podemos
agregar un parámetro r ∈ Bϵ(0) para romper la degeneración.

F ′
s = x5 + y6 + z5 + (y3z2 + (2s + r)x2y2z + s2x4y)

Note que el poliedro de Newton no cambia, entonces el polinomio aso-
ciado a la cara degenerada quedaría

F ′
γ = (y3z2 + (2s + r)x2y2z + s2x4y)
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Cuyas derivadas parciales son:

∂xF ′
γ = 2(2s + r)xy2z + 4s2x3y

∂yF ′
γ = 3y2z2 + 2(2s + r)x2yz + s2x4

∂zF ′
γ = 2y3z + (2s + r)x2y2

Luego, la cara γ es No-degenerada.
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Plan a seguir

Considerar la deformación W ′ Newton No-degenerada dada por
F ′

s.
W ′ admite resolución simultánea incrustada.
Por el Teorema de Isotopía de Thom. Existe una trivialización para
W ′.
¿Tal trivialización depende del parámetro r?
Estudiar la trivialización cuando r → 0.
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Otra Pregunta

Pregunta
¿Es posible dar una descripción clara de las deformaciones
µ-constantes degeneradas?
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