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En A singular Sturm-Liouville equation under homogeneous boundary conditions
(2011) por Hernan Castro y Hui Wang, se aborda el problema

SR e (sL+)

donde « es un namero real positivo y f € L?(0,1).

En el trabajo Ecuaciones singulares de Sturm-Liouville, como trabajo de magister
en 2024. Se abordé el caso v < 1, salvo ciertos valores criticos.
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Teoria LP para una ecuacion singular de Sturm-Lioville
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Buscamos estudiar el problema

{_(3320“1/(95))/4'“@) —Ja) e (01 (SL)

donde « es un namero real y f € LP(0,1).
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Teorema 1 (Problema Dirichlet)

Dados o < 1 y f € LP(0,1) con 1 < p < oo entonces existe up € VVl 2(0,1] que
verifica (SL) c.t.p. con las siguientes propiedades

(i) 2**up, € WHP(0,1) con ||z**up|lwrs < C|fllzs,
(i) x22"tup € WP con |22 tup||wis < C| fllLe,
(i) 220up € W2P(0,1) con |@2ug|war < C|f||1r-
(iv) lfm up(z) =0, como |z2*~tup| < Cx»
z—0t
Adicionalmente,

(v) up € C%22[0,1] con ||us|| < C||fllzr, cuando 0 < o < L

CO 1l o>
(vi) up € C*2[0,1] con HuDHCO,% < C|fllze, cuando v < 0
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Teorema 2 (Problema Neumann)

Dados a <1y f € LP(0,1) con 1 < p < co. Existe uy € W,O’CP(O 1] que verifica
(SL) con las siguientes propiedades

() lm 2*"Fru (@) =0,

(it) a2e—tul, € LP(0,1) y z2*u” € LP(0,1), con
|22~ 1 '||Lp 4 ||x2°‘u”||L < C|fllze- En particular, x*>*u}, € W2P(0,1).
Adicionalmente,

(ii)) uy € C%27%[0,1] con unll 0.3 -0 < Ifllzr, S0 <a <L

(iv) un € WHP(0,1) con |lunllwrr < [|fllzr, sia <0
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Paraa <1y 1 <p< oo definimos
XoP = {u € WEP(0,1) : ue LP(0, 1), 2%u’ € LP(0, 1)} .

loc

Particularme, con p = 2 denotamos al espacio de Hilbert X equipado del
producto interior

(U, )0 = /0 (z*u (z)' (z) + u(z)v(z)) dz,
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Proposicién 1 ((x) Castro y Wang)

Para0 < a<1,1<p < oo el espacio X*P esta continuamente incluido en
() ™' 72720,1], si0<a<1-1yp#£1,

(i) L9(0,1) paratodog <oosia=1—,

(i) Lre=p+1(0,1), s5i 1 — zl) <a<lyp#x

En general, X* — H} ((0,1]), lo que permite definir el espacio
Xo={ueX*:u(l)=0}

Para0 < a < 3, X* C 037%[0,1] y para a < 0, X* C C[0,1]. Por lo tanto,
para a < % podemos definir el subespacio

X5 ={ue X u(l)=u(0)=0}.
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Consideraremos las soluciones débiles del problema como las soluciones de

1 1
/ (xmu'v’—i—uv)dm:/ fvdz Vv e X,
0 0

Definamos el operador T'f(u fo z)dx
Por la proposicion (*) tenemos

o Sia<i, X L™
o Sia=3, X*<— L90,1) para 1 < ¢ < .
0Sit<a<l X*—Li0,1)paral <q< 5
Asi, existen soluciones para los siguientes valores p.
oSia<%,1§p§oo.
oSiaz%,1<p<oo
eSit<ac<l < p < oo.
Con

-

’32

[ullxe < O fllze-
lulle < Cllflle Vg, tal que X* — L.
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Falta existencia para:

oa—l p=1.

° <a<1 1<p<3 o

Nos falta acotar u para:
oa:%,pzl.
ea=1yp=c
o%<a§1y1§p§oo.
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Proposicién 2

Sean % <a<lygelL’®cons> ﬁ entonces existe w € X%, solucion de
—(@ W) +w = —(2%g)  en (X%)"

LS

que satisface ||w||L~ < C||g|

Podemos asegurar la existencia de u € X, ,solucién de nuestro problema, para
cualquier 1 < ¢ < é tal que

[ullxe < Cllfllee,

En particular, ||u||ze < C|f||L»,
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Tomando f,, € L? tal que f,, — f en LP, existen u, soluciones de (SL) para las

cuales usamos 9 = u,, — u,, tenemos

1
/ x(xwlg‘ —
0

/01 'y + /01 wi/)‘
/ (@Y + ww\

< llg|

g fn - meLP

Por lo tanto,
%9 (| 1o < Clifn = fmllze

Asi, (u,) es de Cauchy en XS“’S,. Pasando al limite, |[u/|x2:« < C||f|[z» para
cualquier 1 < ¢ < é
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Para ambos problemas es necesario tener la desigualdad |[u|/z» < C||f]|Le-
Rescatamos la siguiente desigualdad

1 Lrp e v
/0|:r2“1u'|pdxﬁ/0 (E/o |w’(8)ld8) dr < Cl|lw'||Z, )

denotando w = x2®u’ para cualquier 1 < p < oo en el caso Neumann.
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1 2 2
Para 5 < a <1, se cumple que 35— < 5-=.

Analizaremos la situacién por casos.
Si 575 <p < 5575 como X C L9(0,1) para todo g < 5%, se sigue que

lullr < Callullxe < C||f|Le-
Si 52— < 52— < p: por (x) se tiene que

3—2a
G ( )

Co ([lullxe + 1 flzr)
< Cllfllm.

” 2a—1 /”
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Asi, 2201y € [zt yueLm T, por lo tanto, u € X%~ Lyaes , y verifica

||uHX2a,112azL1 < C|f|lL». Ademas, se tiene lo siguiente

L%(0,1) para todo ¢ < co
L%(0,1)

2
6a—5

Si a < 2 se verifica |Jul|L» < C’||uHX2a,L 2 < C|fllLe-

2a—1

Notemos que, para 2 S<cax<l, za T < %.

Ao
o A

olot
/\ oot
—

4dn+1

El paso no es infinito pues para cada a < 1 existe n tal que @ < 775
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Problema de extensién para operadores fraccionarios
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Recordemos que el Laplaciano fraccionario de una funcién f: R™ — R"™ se
expresa mediante la férmula

(z) = f(§)

(_A)éf(x) = C’ﬂ,S €|n+25 df (1)

Re [T —
donde 0 < s < 1,y C, ¢ es una constante de normalizacién.
Caffarelli y Silvestre [7] trabajan el problema de extension:
u(z,0) = f(z),
a
Azu+ ;uy + uyy = 0. (2)
Mostrando que

1 _
C(=A)’f = lim y®u, = lim u@,y) — u(,0)

y—0+ 1—ay—0+ ylf‘l

)

para s = % y alguna constante C' (dependiendo de n y s).
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Caffarelli y Stinga [9] estudian el problema de extencién Lu = —div,(A(z)Vu)
donde los coeficientes A(x) son simétricos y uniformemente elipticos.
En [9] se estudia el problema de extension

div(y*B(z)VU) =0, en Q x (0,00),
U=, en 0N x [0, 00), (3)
U(z,0) = u(x), en Q,

donde

B(z) := (Aé””) 1) e RPHUX(AD -y =125 € (-1,1). (4)

o

Entonces, se tiene

1 “ B ., Ul(z,y) —U(z,0)
e ylggg yUy(z,y) = —ylggg e

= ¢; Lu(x), z € Q. (5)
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Nuestro operador de interés es:
Lu = —div,(|2|*V,u)

En [7]
div(y*B(z)VU) = div(y*F), en Bf = By x (0,1),
_yaUy|y:0 = f7 en Bl)

donde que
Fi(x) € L*(B},y%dX), i=1,....,n, 'y F,1=0.

y U € HY(B7,y*dX) es una solucién débil de (6) si
/ y*B(x)VU - Vi dX = y'F -V dX + P(x,0) f(x)de, (7)
B} By By

para toda v € H*(B},y*dX) tal que v» = 0 en 9B} \ (By x {0}).
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Lema 3 (Desigualdad de Caccioppoli)

[9, Lemma 3.2] Sea U una solucién débil de (6). Para toda n € C°(BY) que se
anula en OB} \ (B x {0}), se tiene

/ yn? VU2 dX < C (/ y*(IVnl°U? + |F|*n®) dX+
B} Bj

/31 n(z,0)? |U(z,0)||f(z)| da:) 7

donde C' = C(\,A).
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[9, Proposicién 3.5] Sea W € H*(Bj, y*dX) una solucién débil de
div(y®*VW) =0, en Bf,
= y“Wy}yZO =0, en B;.

@ Para cada entero k > 0 y cada bola B,.(zy) C By,

C
sup DkW < — osc (z F w,
Br/z(zo)X(O,r/Q) | * | frk} B ( 0)><(O )

donde la constante C' depende tnicamente de n, k y s.
@ Para cada B, (xy) C By,

) 1/2
mA w — W2 dX ,
BT/Q(QJO)X(O r/2) | | - (Tn+1+a \/Br(ﬂio)* y | | )

donde la constante M depende tnicamente de n y s.

v
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Regularidad de segundo orden para ecuaciones elipticas con
peso
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Como primer paso, estudiaremos la regularidad de la ecuacion
—div(|z|*Vv) = |z|*f

en By, trabajando en RY .
Para ello consideremos una solucién débil v € H}(Bi,|z|%dx) del problema, i.e.,

/|x|aVvV¢dx:/ lz|®fode Ve Hy™
Q Q

Teorema 4

Sea u solucién débil de
—div(|z|*Vv) = |z|°f en By

SiN+a—4>0, entonces u € H?(B1, |x|*dz) tal que

|1D%ul| 2w (B, < C ([|Vullz2w sy + [1f]|z2w(s,)) -

N\
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Para R < 1 tenemos que v(z) = u(Rz) es solucién débil de

—div(|z|*Vv) = R?|z|*f(Rz) en By/g

Trabajando en B, \ B, usando la funcién test ¢ = —0;(n?|z|*0;v), tenemos

[ iptPa<o [ (e taP) VoPHCR! [ (R
B%\Bl BQ\B% BQ\B%

Recuperando el cambio de variable v(z) = u(Rx) tenemos que

/ mwm%ﬁwsc/ MWﬂwM+c/ 2l | 2.
B%\BR BQR\B% B2R\B%
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Con R = (%)kJrl , k € NU{0}, en el lado derecho de la desigualdad tenemos una
coleccién de anillos que se superponen sobre By,3 con multiplicidad acotada por
4, i.e., cada punto de Bj/, pertenece como maximo a cuatro anillos. En el lado
izquierdo, en cambio, tenemos una coleccién de anillos que se van uniendo uno
tras otro hasta formar B;. Asi,

[ it <c [ v ee [ gl @)
B B% B%
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Sea u € HY%(B,) una solucién débil de
—div(|z|*Vu) = |z|°f en By,
para algin a € R. Supongamos que v < 0, f € LP""(By), € > 0 y que

N+a+v—-2>0.
Entonces existe una constante C' > 0 tal que

/ 2| Vu — J(N +atvy - 2>/ || 222
Bz 2 B2

<c / 2P + € / 2Pl + / 12 |
B4 B4 B4\BQ

v
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La aplicacién del Lema, resulta de usar y = —2, N +a—4 >0y e > 0 tal que
K=N-+a—4—-Ce>0. Asi,

[ eewup 4 x [ |x|a-4u2sc</ ol 2 + [ |w|a-3u2>. ©)
By Bs By B4\B2

juntando (8) y (9) tenemos

[ e <o [ s vo [ apisp
B By By

. Usando la desigualdad de Hardy
/ 2 <O | 2% Vul?
B4 B4

tenemos el resultado.
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Futuro trabajo
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@ Un préximo resultado serd adaptar la parte 2 de prop mediante una iteracién

de Moser
@ Como un segundo problema eliptico, estudiaremos

div(|y[°|z|*VU) =0, en Q x (0, 00), (10)
U=0, en 90 x [0, 00).

@ Y una tercera ecuacion,
div(yb|x|aVU) =0, enx(0,00),
U =0, en 90 x [0, 00), (11)
—y“Uy’yZO = 7 en )

reescrita como

Y0y (y"uy) = diva (y°[2]* V) = f(a,y).
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Gracias por su atencion
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